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伟大 的 思想 家 恩格斯 曾经 精辟 地 指出 :“ 在 一 切 理论 成 就 中 , 未 必 有 
什么 像 17 世纪 下 半 叶 微 积分 的 发 明 那 样 被 看 成 人 类 精神 的 最 高 胜利 
了 。”20 世纪 最 着 名 的 数学 家 之 一 码 ， 诺 伊 曼 称 “ 微 积分 是 现代 数学 取 
得 的 最 高 成 就 ， 对 它 的 重要 性 怎样 估计 也 是 不 会 过 分 的 。 

微 积分 的 思想 可 以 追 潮 到 久远 的 古代 , 从 两 千 多 年 前 一 直到 中 世纪 ， 
东西 方 不 断 有 人 试图 用 某 种 分 割 的 策略 解决 像 计算 面积 和 求 切 线 这 样 的 
问题 。 但 是 ， 这 种 方法 必须 面 对 如 何 分 割 和 分 割 到 什么 程度 的 问题 ， 也 
就 是 人 们 后 来 才 意 识 到 的 难以 捉摸 的 “无 穷 小 量 和 “极限 ”过 程 的 问 
题 。 人 们 经 历 了 漫长 的 岁月 也 终究 未 能 取得 突破 。 最 后 ， 牛 顿 和 莱 布 尼 
茨 这 两 位 先驱 在 前 人 工作 的 基础 上 创立 了 微分 法 和 积分 法 ， 并 且 发 现 它 
们 是 一 种 对 立 统 一 的 方法 (这 种 对 立 统一 表现 为 微 积 分 “基本 定理 ”)， 
再 经 伯 努 利 兄 弟 和 欧 拉 的 改进 、 扩 展 和 提高 ， 上 升 到 了 分 析 学 的 高 度 。 
早期 的 微 积分 由 于 缺乏 可 靠 的 基础 、 很 快 陷入 深重 的 危机 之 中 。 随 后 登 
上 历史 舞台 的 数学 大 师 柯 西 、 黎 曼 、 刘 维尔 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 挽 危难 于 既 
倒 ， 赋予 了 微 积 分 特别 的 严格 性 和 精确 性 。 然 而 ， 随 着 应 用 的 扩大 和 深 
化 ， 各 种 复杂 和 深奥 的 问题 层出不穷 ， 不 断 在 分 析 学 界 引 起 混乱 ， 导 致 
微 积分 再 度 走向 危机 。 到 这 时 ， 数 学 家 们 才 发 现 ， 严 格 性 与 精确 性 其 实 
只 解决 了 逻辑 推理 本 身 这 个 基础 问题 ， 而 逻辑 推理 所 依存 的 理论 基础 才 
是 更 根本 也 更 难 解 决 的 问题 。 最 终 ， 当 现代 数学 天 才 康 托 尔 、 沃 尔 泰 拉 、 
贝尔 和 勒 贝 格 把 严格 性 与 精确 性 同 集合 论 与 艰深 的 实数 理论 结合 起 来 以 
后 ， 创 建 微 积分 的 过 程 才 终于 到 达 终 点 。 
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本 书 把 建立 微 积分 的 崎 蝶 历程 中 发 生 的 重大 事件 和 出 现 的 杰出 人 
物 ， 一 一 展现 在 读者 面前 。 不 过 ， 作 者 的 意图 不 在 于 单纯 地 叙述 历史 ， 
也 不 在 于 讲解 微 积分 知识 和 描绘 数学 家 的 传奇 故事 ， 而 是 要 展现 创建 微 
积分 的 过 程 中 的 思想 ， 揭 示 曲 折 的 过 程 和 最 终 的 结果 之 间 的 必然 联系 ， 
不 仅 让 读者 领略 到 大 师 们 所 取得 的 那些 不 可 企及 的 成 就 ， 更 让 读者 体会 
到 他 们 付出 的 艰辛 劳动 。 

作者 William Dunham 教授 是 知名 的 数学 图 书 作 家 , 写 过 不 少 优秀 的 
高 端 数学 科学 读物 ， 曾 经 荣获 很 多 重要 奖项 。 

在 本 书 翻译 中 ， 我 们 力求 减少 差错 和 保持 原 书 格调 ， 但 是 限于 我 们 
自身 的 专业 修养 和 文字 水 平 , 加 上 书 中 涉及 大 量 史 料 和 多 种 文字 的 引文 ， 
玻 误 之 处 在 所 难免 ， 不 当 之 处 ， 葡 请 读者 指正 。 


译 者 
2010 年 4 月 
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教授 的 话 ， 他 也 可 以 成 为 一 名 优秀 的 数学 编辑 。 

在 把 我 的 手稿 转变 成 书 的 过 程 中 ， 应 该 感谢 几 位 参与 者 。 他 们 中 有 
Alison Kalett, Dimitri Karetnikov, Carmina Alvarez, Beth Gallapher 和 Gail 
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最 后 , 要 感谢 我 的 妻子 和 同事 Penny Dunham, 她 为 本 书 制作 了 插图 ， 
并 对 书 的 内 容 选 择 提出 了 有 益 的 建议 。 她 的 参与 使 本 书 的 写作 得 以 顺利 
完成 ， 而 她 的 出 现 则 让 我 们 共度 的 35 个 春秋 变 得 非常 愉快 。 
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20 世纪 杰出 的 数学 家 约翰 。 15 * VOR (1903—1957) 在 论述 微 积 
分 时 写 道 :“ 微 积分 是 现代 数学 取得 的 最 高 成 就 , 对 它 的 重要 性 怎样 估计 
也 是 不 会 过 分 的 。 C 

今天 ， 在 微 积分 出 现 3 个 多 世纪 之 后 ， 它 依然 值得 我 们 这 样 赞美 。 
微 积 分 伍 如 一 座 桥梁 ， 它 使 学 生 们 通过 它 从 基础 性 的 初等 数学 走向 富 于 
挑战 性 的 高 等 数学 ， 并 且 面 对 令 人 眼花 综 乱 的 转换 ， 从 有 限量 转向 无 限 
量 ， 从 离散 性 转向 连续 性 ， 从 肤浅 的 表象 转 问 座 刻 的 本 质 。 所 以 ， 英 语 
中 通常 在 微 积分 一 词 calculus 前 面 郑 重地 加 上 定 冠 词 “the"， 冯 “ 诺 伊 曼 
在 上 述评 价 中 就 是 这 样 做 的 。“the calculus”( 微 积分 ) 这 种 称谓 同 “the 
law" (定律 ) 相似 ， 用 “the” 特 指 微 积分 是 一 个 浩如烟海 的 、 独 立 存 在 
且 令 人 敬 且 的 科目 。 

一 如 任何 重要 的 智力 探索 过 程 ， 微 积分 有 着 五 彩 斑 壮 的 发 展 史 和 光 
怪 陆 离 的 史前 史 。 西 西里 岛 锡 拉 丘 兹 城 的 阿 基 米 德 (大 约 公元 前 287— 
公元 前 212) 曾 用 我 们 现在 所 知 的 一 种 最 早 的 方法 求 出 某 些 几何 图 形 的 
面积 、 体积 和 表面 积 。 在 福 长 的 800 余 年 后 , 法 国 数学 家 皮 埃 尔 ， 德 ， 费 
马 (1601—1665) 采用 一 种 非常 现代 的 方法 确定 了 曲线 的 切线 斜率 和 曲 
线 下 面 区 域 的 面积 。 他 们 以 及 其 他 许 许 多 多 著名 的 前 非 数 学 家 们 把 微 积 
分 推 上 了 历史 舞台 。 

不 过 ， 这 不 是 一 本 描写 数学 先驱 们 的 书 。 不 言 而 喻 ， 微 积分 在 很 大 


(D John von Neumann, Collected Works, vol.1, Pergamon Press, 1961, p.3, 
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程度 上 应 归功 于 以 往 的 数学 家 ， 恰 如 现代 艺术 在 很 大 程度 上 应 归功 于 过 
去 的 艺术 家 一 样 。 但 是 ， 一 座 专题 博物 馆 一 一 例如 现代 艺术 博物 馆 一 一 
并 不 需要 用 一 间 又 一 间 陈 列 室 去 展览 对 后 世 有 影响 的 前 现代 艺术 作品 。 
就 是 说 ， 这 样 一 种 博物 馆 的 展览 可 以 从 中 期 开始 。 所 以 ， 对 于 展示 微 积 
分 创建 的 历程 ， 我 想 也 可 以 这 样 做 。 

因此 ,我 将 从 17 世纪 的 两 位 学 者 艾 萨 克 * 牛顿 (1642—1721) 和 戈 
特 弗 里 德 。 威 廉 ， 菜 布 尼 芯 (1646—1716) 开始 ， 正 是 他 们 两 人 促成 了 
微 积 分 的 降生 。 莱 布 尼 茨 在 1684 年 的 一 篇 论文 中 率先 发 表 了 他 的 研究 成 
果 , 文章 的 标题 中 包含 一 个 拉丁 词 caleuli (一 种 计算 系统 ) ， 这 个 词 后 来 
就 用 来 指 代 这 门 新 生 的 数学 分 支 。 第 一 本 教科 书 在 十 几 年 之 后 面世 ， 微 
积分 (the calculus) 的 名 称 在 书 中 被 确定 下 来 。 

其 后 几 十 年 ， 其 他 几 位 数学 家 先 承接 了 挑战 。 在 这 些 先 驱 者 中 ， 基 
杰出 的 人 物 当 推 雅 各 布 “ 伯 努 利 〈1654 一 1705) 和 约翰 。 伯 努 利 【1667 
一 1748) 兄弟 二 人 ， 以 及 举世 无 双 的 菜 昂 哈 德 。 欧 拉 (1707 一 1783)。 在 
他 们 的 研究 成 果 中 有 成 千 上 万 的 页 面 涉 及 最 高 品位 的 数学 ， 研 究 范 围 扩 
展 到 包罗 极限 、 导 数 、 积 分 、 无 穷 序 列 、 无 穷 级 数 以 及 其 他 许 许 多 多 主 
题 在 内 的 各 个 方面 。 这 个 四 处 延伸 的 题材 带 有 一 个 称 为 “分 析 学 ”的 总 
标题 。 

由 于 复杂 性 的 日 益 增加 , 有 关 基 本 逻辑 的 各 种 困难 问题 也 接 旺 而 至 。 
尽管 微 积 分 强大 有 力 又 具有 实用 价值 ， 但 是 它 建立 在 一 种 不 牢靠 的 基础 
ZE. 这 使 数学 家 们 认识 到 , 需要 按照 欧 几 里 得 几何 的 模型 ， 采用 一 种 精 
确 和 严格 的 方式 重建 这 门 学 科 。 这 样 一 项 紧迫 的 任务 是 由 19 世纪 的 分 析 
FAET RD -Ap (1789 一 1857)、 格 奥 尔 格 。 弗 雷 德里 希 ， 贝 尔 
哈 德 * 黎 曼 (1826 一 1866)、 约 瑟 夫 ， 刘 维尔 (1809 一 1852) 和 卡尔 $% 
尔 斯 特 拉 斯 【1815 一 1897) 完成 的 。 这 几 位 数学 大 师 以 前 所 未 有 的 热忱 
工作 着 ， 他 们 不 辞 艰辛 ， 确 切 地 定义 了 所 用 的 术语 ， 并 且 一 一 证 明了 到 


zk 
mih 
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那 时 为 下 被 数学 界 毫 无 争议 地 接受 的 各 种 结果 。 

但 是 ， 一些 问题 的 解决 ， 推 天 了 另外 一 些 问题 的 大 门 一 一 这 是 在 科 
学 发 展 中 经 常 发 生 的 事情 。 在 19 世纪 下 半 叶 ， 数 学 家 们 利用 这 些 逻 辑 寺 
严密 的 工具 构造 出 大 量 奇特 的 反例, 对 它们 的 认识 让 分 析 学 具有 了 空前 的 
普遍 性 和 抽象 性 。 我 们 从 格 奥 尔格 。 康 托 尔 (1845 一 1918) 的 集合 论 以 及 
后 来 的 维 托 ， 沃 尔 泰 拉 (1860 一 1940)、 勒 内 ， 贝 尔 (1874—1932) fus 
利 * 勒 贝 格 (1875—1941) 等 学 者 的 成 就 中 ， 可 以 明显 看 出 这 种 趋势 。 

到 20 世纪 初 , 分 析 学 已 经 汇聚 成 包含 无 数 概念 、 定 义 、 定 理 和 实例 
的 一 座 宝 库 一 一 并 且 发 展 为 一 种 独 具 特 色 的 思维 方式 ， 因 此 确立 了 它 作 
为 一 个 至 高 无 上 的 数学 体系 的 地 位 。 

我 们 要 从 这 座 宝 库 中 取出 一 批 样品 ， 目 的 是 考察 上 面 提 到 的 那些 数 
学 家 获得 的 成 果 ， 并 且 以 一 种 忠实 于 原貌 同时 又 让 当今 读者 能 够 理解 的 
方式 展现 出 来 。 我 将 探讨 那些 能 够 说 明 微 积分 在 其 形成 年 代 的 发 展 状况 
的 定理 ， 认 识 那 些 最 卓越 的 天 才 创 建 者 们 。 简 言 之 ， 本 书 是 一 部 翻 开 这 
段 令 人 神往 的 历史 的 “重要 定理 ” 集 。 

为 了 达到 这 个 目标 ， 我 仅 限于 介绍 少数 有 代表 性 的 数学 家 的 工作 。 
首先 我 要 坦诚 披露 : 对 于 人 物 的 安排 是 由 本 人 的 鉴赏 倾向 决定 的 。 本 书 
收入 像 牛顿 、 柯 西 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 这 样 一 些 数 学 家 ， 他 们 会 出 现在 任何 
一 本 类 似 的 书 中 。 选 入 另外 一 些 数学 家 ， 如 刘 维 尔 、 沃 尔 泰 拉 和 贝尔 等 
人 ,更 多 地 是 出 于 我 个 人 的 喜好 。 至 于 其 他 一 些 数学 家 ， 如 高 斯 、 波 尔 
查 诺 和 阿 贝尔 ， 他 们 则 不 在 我 的 考虑 之 列 。 

同样 ， 我 讨论 的 某 些 定理 是 数学 文献 的 所 有 读者 都 熟知 的 ， 尽 管 它 
们 原 有 的 证 明 对 于 不 精通 数学 史 的 人 而 言 是 离奇 的 。 莱 布 尼 芯 1673 年 关 
于 “ 菜 布 尼 茨 级 数 ” 几 乎 不 被 人 们 承认 的 推导 ， 了 以 及 康 托 尔 1874 年 关于 
连续 统 不 可 数 性 的 鲜 为 人 知 的 首次 证 明 ， 就 属于 这 种 情况 。 另 外 一 些 定 
理 虽 然 在 数学 上 是 司空 见 惯 的 ， 但 是 很 少 出 现在 现代 教科 书 中 一 一 这 里 
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我 所 指 的 是 像 魏 尔 斯 特 拉 斯 构造 的 处 处 连续 而 无 处 可 微 的 函数 的 结果 ， 
当 他 在 1872 年 把 这 个 结果 提交 给 柏林 科学 院 时 引起 了 数学 界 的 震惊 。 至 
于 我 的 某 些 选择 ， 我 承认 ， 是 十 分 怪异 的 。 例 如 书 中 包含 欧 拉 对 积分 


f, EED a 的 估 值 ， 这 不 过 是 为 了 展现 这 位 数学 家 在 分 析 学 方面 的 


奇才 。 

书 中 的 每 一 个 结果 ,从 牛顿 的 正弦 级 数 的 推导 , 到 伽 玛 函数 的 表示 ， 
再 到 贝尔 的 分 类 定理 ， 都 处 于 所 在 时 代 的 研究 前 沿 。 总 的 说 来 ， 它 们 记 
录 了 分 析 学 随 着 时 闻 的 演进 过 程 ， 以 及 参与 者 们 在 风格 上 和 实质 上 的 变 
化 。 这 种 演进 是 引 人 瞩 目的 ， 因为 可 以 将 勒 贝 格 1904 年 的 一 个 定理 同 菜 
fia Je dk 1690 年 的 一 个 定理 之 间 的 差别 , 比拟 为 现代 文学 同 英 国 古典 英雄 
史诗 《 贝 奥 武 甫 》 之 则 的 区 别 。 尽 管 如 此 ， 我 仍然 相信 每 个 定理 都 显示 
出 值得 我 们 关注 其 至 赞美 的 独创 性 一 一 这 一 点 是 至 关 重 要 的 。 

自然 ， 打 算 凭 借 考 察 几 个 定理 来 刻画 分 析 学 的 特征 ， 犹 如 试图 通过 
采集 几 点 雨滴 来 描绘 一 场 雷 雨 的 特征 , 所 表达 的 观念 不 可 能 全 面 。 为 了 担 
负 这 样 一 项 任务 ， 作 者 必须 采纳 某 些 恰当 的 限制 作为 准则 。 

我 的 准则 之 一 是 避免 贫 大 求全 ， 去 写 一 部 描写 分 析 学 发 展 进 程 的 全 
面 的 历史 书 。 无 论 如 何 ， 这 是 一 项 过 于 宏大 的 任务 ， 何 况 已 经 出 版 了 许 
多 论述 微 积分 发 展 的 著作 。 我 所 喜爱 的 一 些 书籍 已 在 正文 中 明确 提出 ， 
或 者 作为 资料 列 人 参考 文献 。 

第 二 条 准则 是 把 多 元 微 积分 和 复 分 析 排除 在 外 。 这 样 做 或 许 是 一 种 
令 人 遗憾 的 选择 ， 不 过 我 相信 是 正确 的 。 据 此 把 这 本 书 的 内 容 被 置 于 某 
种 可 以 控制 的 范围 内 ， 从 而 增添 叙述 的 连贯 性 。 此 种 限制 同时 把 对 读者 
背景 的 要 求 降低 到 最 低 程度 ， 因 为 一 本 只 讨论 一 元 实 分 析 的 书 ， 能 够 理 
解 它 的 读者 将 是 最 广泛 的 。 

这 就 提出 预备 知识 的 问题 。 针 对 本 书面 对 的 读者 ， 我 写 进 许多 技术 


B&BS 


细节 ， 所 以 只 要 具备 最 基本 的 数学 知识 就 能 理解 书 中 的 定理 。 某 些 早期 
的 结果 要 求 读 者 有 毅力 看 完 不 止 一 页 的 代数 运算 。 至 于 后 期 的 某 些 结果 
则 需要 纯粹 抽象 的 判别 能 力 。 一 般 而 言 ， 我 不 会 对 数学 上 缺乏 勇气 的 人 
推荐 此 书 。 

同时 ， 为 力求 达到 简明 扼要 ， 同 一 本 标准 的 教科 书 不 同 ， 我 采用 比 
较 随意 的 写法 。 我 的 本 意 是 想 让 这 本 书 对 于 那些 或 多 或 少 具备 大 学 数学 
程度 的 读者 ， 或 者 那些 没有 被 随处 可 见 的 积分 或 6 符号 吓 倒 的 读者 来 
说 , 更 容易 接受 。 我 的 目标 是 使 预备 知识 刚好 够 用 于 理解 所 述 主题 , 但 
是 又 不 能 再 少 。 要 是 不 这 样 做 ， 将 会 使 内 容 索 然 骞 味 ， 无 法 达到 我 的 更 
大 日 标 。 

所 以 说 这 首先 不 是 一 本 数学 家 的 传记 ， 也 不 是 一 部 微 积分 的 历史 ， 
更 不 是 一 册 教 科 书 。 事 实 上 ， 尽 管 在 书 中 我 有 时 记述 传记 材料 ， 有 时 控 
讨 某 个 主题 同 另 一 个 主题 之 间 的 联系 的 历史 ， 而 且 有 时 也 采用 教科 书 的 
方式 介绍 新 奇 的 (或 者 久 已 被 遗忘 的 ) 概念 ， 我 仍 要 指出 这 一 所 。 不 过 
我 最 初 的 动机 是 很 简单 的 ; 辐 读 者 分 享 分 析 学 的 丰富 历史 中 为 人 们 喜 闻 
乐 见 的 某 些 结果 。 

同时 ， 这 引起 我 作 最 后 一 点 说 明 。 

在 多 数学 科 中 存在 着 一 种 传统 ， 那 就 是 研究 卓越 的 先驱 们 的 主要 闭 
作 ， 那 些 先驱 乃 是 学 科 领 域 中 被 称 为 “大 师 ” 的 杰出 人 物 。 学 文学 的 学 
生 要 拜读 诗人 和 剧 作 家 莎士比亚 的 作品 ， 习 音乐 的 学 生 需 聆听 作曲 家 巴 
赫 的 乐曲 。 然 而 在 数学 界 ， 如 果 说 这 样 -种 传统 不 是 完全 没有 的 话 ， 那 
么 至 少 也 是 非常 罕见 的 。 本 书 是 想 使 这 种 局 面 得 以 改观 。 不 过 我 不 打算 
把 它 写成 一 部 微 积分 的 历史 ， 而 必须 把 它 作为 展示 微 积分 宏伟 画卷 的 陈 
E 

A r-— HO), RERTETRE, BORXUEM TAE I ABI) 
朗 或 者 几 高 创作 的 油画 ， 而 是 欧 拉 或 者 黎 曼 证 明 的 定理 。 这 样 一 座 陈 列 
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室 或 许 有 一 些 独特 之 处 ， 但 是 它 的 目标 同一 切 有 价值 的 博物 馆 一样 : 成 
为 一 座 优异 的 知识 宝库 。 

像 任 何 陈列 室 一 样 ， 这 座 陈列 室 的 藏品 中 仍然 存在 空白 。 也 像 任 何 
陈列 室 一 样 ， 这 座 陈列 室 不 可 能 为 人 们 希望 展 出 的 所 有 收藏 品 提供 足够 
的 空间 。 虽 说 有 这 些 局 限 性 ， 但 是 当 一 位 参观 者 离 去 时 ， 他 必然 会 对 天 
才 人 物 们 充满 感激 之 情 。 同 时 ， 那 些 币 律 于 展品 之 间 的 人 们 将 从 最 终 的 
分 析 学 中 体验 到 数学 中 最 深奥 的 想象 力 。 


艾 萨 克 。 和 牛顿 (1642—1727) 


艾 萨 克 。 牛 顿 不 但 是 数学 上 的 开创 性 人 物 ， 而 且 是 整个 西方 思想 史 
上 举足轻重 的 人 物 。 当 他 出 生 时 ， 科 学 尚未 确立 对 中 世纪 迷信 至 高 无 上 
的 统治 地 位 ， 而 在 他 去 世 时 ， 理 性 时 代 已 经 步 人 全 盛 时 期 。 这 一 不 同 寻 
常 的 转变 在 一 定 程度 上 应 归功 于 他 的 贡献 。 

作为 数学 家 ， 牛 顿 被 推崇 为 微 积分 或 者 他 为 之 命名 的 “ 流 数 术 ” 的 
创立 者 。 微 积分 的 起 源 要 追溯 到 17 世纪 60 年 代 中 期 ， 那 时 牛顿 还 是 剑 
桥 大 学 三 一 学 院 的 一 名 学 生 。 在 那里 牛顿 专心 研究 勒 内 。， 笛 卡 儿 (1596 
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一 1650) 约翰 。 沃 利 斯 (1616—1703) 以 及 三 一 学 院 第 一 位 户 卡 斯 数学 
Bus Xv ELE (1630—1677) 这 样 一 些 先驱 们 的 著作 ， 但 是 很 快 他 
就 发 现 自己 进入 了 一 个 从 未 有 人 涉足 的 领域 。 在 接 下 来 的 几 年 中 ， 牛 顿 
永远 地 改变 了 数学 的 面 魏 ， 传 记 作 家 Richard Westfall 把 他 这 几 年 描绘 为 
一 个 “光芒 四 射 的 活动 ”时 期 。" 到 1669 年 ， 巴 罗 本 人 将 他 的 这 位 继任 
者 和 同事 形容 为 “我 们 学 院 的 一 位 同伴 ， 非 常年 轻 ……， 但 却 是 一 位 具 
有 非凡 天 赋 和 卓越 才能 的 人 物 ”。 门 

在 本 章 ， 我 们 来 考察 一 下 牛顿 早期 的 如 下 几 个 成 就 : 将 某 些 表达 式 
转换 为 无 穷 级 数 的 广义 二 项 展开 式 ， 求 无 穷 级 数 的 逆 级 数 的 方法 ， 以 及 
确定 曲线 之 下 的 面积 的 求 积 法 则 。 最 后 我 们 介绍 一 个 惊人 的 结果 ， 即 一 
个 角 的 正弦 的 级 数 展开 。 关 于 二 项 展开 式 的 最 早 描述 出 现在 他 问答 莱 布 
尼 茨 询问 的 《前 信 》 中 ， 那 是 在 他 完成 最 初 的 研究 工作 很 久 以 后 。 本 章 
其 他 素材 来 自 牛 顿 1669 年 的 论著 《运用 无 穷 多 项 方程 的 分 析 学 》， 这 本 
著作 通常 简称 为 《分 析 学 》。 

尽管 本 章 仅 限于 讨论 牛顿 早期 的 工作 ， 但 是 需要 指出 ， 牛 顿 “早期 
的 工作 ”几乎 总 是 超越 其 他 任何 人 深思 熟 虑 的 工作 。 


广义 二 项 展开 式 


截至 1665 年 ， 牛 顿 已 经 发 现 将 二 项 式 展开 (他 的 说 法 是 “化 简 ”) 
成 级 数 的 简单 方法 。 对 他 而 言 ， 这 种 化 简 不 仅 是 用 另 一 种 形式 重建 二 项 
式 的 手段 ， 同 时 也 是 通 向 流 数 术 的 大 门 。 这 个 二 项 式 定理 是 牛顿 众多 数 
学 发 明 的 起 点 。 

正如 《前 信 》 所 述 ， 眼 前 的 问题 是 化 简 二 项 式 (P+ PO), AVE 


O 为 答复 莱 布 尼 芯 的 有 关 询 问 ， 牛 顿 在 1676 年 先后 两 次 致 信 英 国 皇 家 学 会 秘书 H. 
奥 尔 登 保 ， 分 别称 为 《前 信 》 和 《后 依 ， 在 《前 信 》 中 追 述 了 对 二 项 式 定理 的 原 
始 推 导 和 思路 。 一 一 译 者 注 


第 1 章 + 419 


min“ 是 整数 还 是 分 数 ， 或 者 是 正 数 还 是 负数 ”"。 外 在 人 们 对 指数 还 非常 
ERER, 这 本 身 是 一 个 非常 大 胆 的 思想 , 那 时 牛顿 首次 强调 “用 a , 
a. à 代替 va , Ya, Ya , Ha', a, aœ R3 l/a, 1l/aa, Ya", HH 
显然 ， 当 时 的 读者 需要 适当 的 提示 。 

牛顿 不 但 发 现 了 像 (1+ zx) 这 样 基 本 的 二 项 式 的 展开 形式 ， 而 且 发 现 


qup 06 HONO ES RA 正如 牛顿 向 莱 
l+x 


布 尼 茨 解释 的 那样 ， 这 种 化 简 服从 规则 
(P+ PO" = pr" m 


了 像 


! m eg s (1) 
3n án 

其 中 4，B8B，C,… 分 别 代 表 前 一 项 ,我 们 将 在 下 面 举例 说 明 。 这 就 是 著名 
的 牛顿 二 项 式 展 开 式 ， 虽 然 这 种 形式 或 许 是 新 奇 的 。 


牛顿 给 出 Vc + e [ee (Pre) 的 例子 ,在 这 个 例子 中 P=e， 
0-5. m=1, n=2。 因 此 ， 
Jc) * xi =(c ?+— pA gt lee EU 
Joc ME CE T. 
为 了 确定 4, B, C 及 其 他 系数 ， 我 们 可 以 利用 它们 都 表示 前 一 项 的 事 
实 。 于 是 ，4 big dii 


cxx P d ré fg. 
iG 8c 2 c : c? 
用 类 似 的 代入 得 到 C = L3 RENAL. 以 这 种 方式 从 左 到 右 
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继续 推导 ， 和 牛顿 得 到 
Jc e x Sa AN m ro v 4e 


2c 8c 16c 128c 
显然 ,这 种 方法 有 一 点 递归 的 味道 , 从 x 的 系数 求 出 x 的 系数 ， 而 
欲求 x 的 系数 需要 知道 的 系数 , 依 此 类 推 。 虽然 现代 的 读者 可 能 习惯 
于 二 项 式 定理 的 直接 表述 , 但 是 牛顿 的 递 妇 表示 具有 无 可 和 争辩 的 吸引 力 ， 
因为 当 用 前 一 项 来 计算 后 一 项 的 数值 系数 时 , 可 以 使 计算 过 程 得 以 简化 。 
为 明确 起 见 ， 简 单 的 方法 是 用 由 PP 和 QQ 表示 的 A, B, C, … 的 等 价 表 
KAREA, B, C ,…， 然 后 约 去 式 (1) 两 端的 公 因子 P”" ， 就 获得 现 


在 的 公式 ， 
"(oi 
LAC 


(14 Q)"" 214. 94.2 
n 


Q’ 


3x2x1 (2) 
牛顿 将 这 种 简化 比 作 是 从 平方 根 到 无 穷 小 数 的 转换 ， 并 且 不 遗 余力 
地 推 尝 这 一 运算 的 好 处 。 他 在 1671 年 写 道 ， 


这 是 一 种 产生 无 穷 级 数 的 简便 方法 ， 所 有 复杂 的 项 …… 都 可 以 
简化 为 一 类 简单 的 量 ， 即 分 子 和 分 母 都 是 简单 项 的 分 数 的 无 穷 
级 数 ， 这 样 将 会 消除 那些 其 原始 形式 看 起 来 几乎 难以 逾越 的 图 
x, 6 


的 确 ， 将 数学 家 从 不 可 逾越 的 难题 中 解脱 出 来 是 一 件 值得 做 的 事情 。 
再 举 一 个 有 助 于 理解 的 例子 一 -一 的 展开 式 , 在 本 章 后 面 将 要 
Vi-x’ 


讨论 的 一 个 结果 中 ， 将 会 展示 牛顿 对 这 个 展开 式 的 巧妙 应 用 。 我 们 首先 
将 上 式 写成 (1-x*) ”， 确定 m=-1，n=2，Q=-x*， 并 利用 式 (2): 
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l (je XP Cy 
4-x 2 2xl 
" (71/2) -3/2)-5/2) (x) 
3x2xl 
, CU2C3/2 05/2 71/2) 
4x3x2xl 
1.2—3-1: 3 &::39 4 


=]+—X +—X t—X 十 一 一 te 
2 8 16 128 (3) 


牛顿 通过 将 级 数 平方 并 检查 其 结果 来 “检验 ” 式 (3) 这 样 的 展开 式 。 


如 果 我 们 也 这 样 做 ， 并 且 限 制 取 次 数 不 超 过 x 的 项 ， 得 到 
| | 3.346 .3x.38-39 | 
l]t—-x 十 一 才 +—X 十 一 一 X te 
2 8 16 128 


Cxy e 


x ez 43^ "LM 139 2 e] 
2 8 16 128 


=l x 4x5 ex 4 
其 中 全 部 系数 奇迹 般 地 变 成 了 1 (读者 不 妨 试 试 吧 !) . AR, 得 到 的 乘积 是 公 
比 为 好 的 无 穷 等 比 级 数 ， 由 已 有 的 公式 可 知 ， 其 和 为 。 但 是 ， 如 果 级 


I-z^ ^ 
l 


: : l 
Ly Hs RIMBAUER r e WAT! 


牛顿 将 这 样 的 计算 当 作 让 人 信服 他 的 普遍 性 结论 的 证 明 。 他 断言 尽 
管 我 们 这 些 凡 人 的 推理 能 力 非常 有 限 ， 既 不 能 表达 也 不 能 想象 这 些 等 式 
的 所 有 项 ， 就 像 我 们 无 法 确切 知道 那些 量 从 何 而 来 一 样 ， 但 是 “可 以 把 
对 有 限 项 等 式 的 一 般 分 析 ” 推 广 到 这 样 的 无 限 项 表达 式 。” 


X 级 数 
在 描述 把 某 些 二 项 式 化 简 为 形 如 z = 4+ Be C + D? + MEZ 


级 数 的 方法 以 后 ， 牛 顿 进一步 寻找 通过 z 的 项 把 x 表示 成 级 数 的 方法 。 
用 现在 的 术语 ， 他 是 寻找 逆 级 数 关 系 。 所 得 到 的 方法 对 代数 学 并 未 产生 


数 (3) 的 平方 为 
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显著 影响 ， 但 是 随后 将 会 看 到 ， 我 们 对 它 的 关注 是 正确 的 。 像 牛顿 的 做 
法 一 样 ， 我 们 通过 一 个 特例 来 描述 求 逆 级 数 的 过 程 。 

让 我 们 从 级 数 z=x-x +x ~x +… 开始 ， 首 先 将 它 改写 为 

(x-x! +x -x! 8 )-z220 (4) 

并 且 舍 弃 所 有 x 的 指数 大 于 或 等 于 2 的 项 。 自 然 ， 这 样 剩 下 x-z=0， 
从 而 ， 逆 级 数 开 始 于 x=z。 

牛顿 认识 到 舍弃 全 部 高 阶 项 会 导致 不 准确 的 解 。 准 确 的 答案 应 该 具 
备 x=z+p 的 形式 , 其 中 是 有 待 确定 的 级 数 。 在 式 (4) 中 , 用 z+p 代 


换 x， 得 到 
[(z p) (z * pY +(z+p) -(z* pf *--]-2-20 


将 上 式 展开 并 整理 后 ， 得 到 


[-2 «2 -2° +z- ]e [1222432 -42 « 8z* ----] p 
*[-1«3z- 62 «102 ----] p? «[1- 42102? —.. | p? 
* [714 5z --.] pf 4-20 (5) 
下 一 步 ， 舍弃 P 的 2 次 方 项 、3 次 方 项 和 更 高 次 方 项 ， 再 求解 ， 得 到 


j» z =z +z +-… 
1-2z+3z° 一 4z 十 … 


现在 ， 牛 顿 实 施 第 二 轮 删 除 ， 含 弃 分 子 和 分 母 中 除去 z 的 最 低 次 方 
项 以 外 的 所 有 zs IR. Hue, pitt, Bl, Sk capis 
AÉGURAx-z-p-z*z, 

但 是 并 非 恰好 等 于 z 。 更 准确 地 说 ，p =2+9， 其 中 4 是 有 待 确 
定 的 级 数 。 为 求 出 9， 我 们 将 其 代 人 式 (5)， 得 到 

[-2 «2 -7° « z -|+ [1- 22432 - 42 «52 —.… ^ +4) 

«[-143z- 62 «102 —--- (^ ay * [1- 4z «102? —.… |(2 +q) 

*£[-145z ----](Z +9) 4-20 
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展开 并 按 4 的 乘 方 合并 同类 项 ， 得 到 
[-2 +z" —2° + ]+[1-2z+2 +27? r 
+[-1+32-32° -27° +- |g? +- (6) 
同 前 面 一 样 ， 舍 弃 4 的 高 于 1 次 方 的 项 ， 求解 得 到 


9 = 一 ?+z 一“ 然后 合 弃 分 子 分 母 中 除去 z 的 最 低 次 方 项 以 外 的 


7 1-2z+2? +22 +- 
所 有 项 , 得 到 9 = 二 。 至 此 ,级 数 的 形式 变 成 了 x= z+ 249 = eere, 

Ma-rerfAX (6)， 可 以 继续 这 一 推导 过 程 。 对 于 代数 的 单调 
乏味 有 着 非凡 忍耐 力 的 牛顿 似乎 可 以 将 这 样 的 计算 (几乎 ) 无 限 地 延续 
下 去 。 但 是 ， 牛 顿 最 终 也 乐于 回 过 头 来 审视 结果 ， 寻 找 某 种 一 般 的 表达 
形式 。 牛 顿 这 样 写 道 :“ 让 考察 停留 在 这 里 ， 顺 便 指出 ， 当 第 5 项 或 者 第 
6 项 …… 为 已 知 时 ， 如 果 愿 意 的 话 ， 一 般 来 说 ， 通 过 观察 这 一 过 程 的 相 
似 性 ， 可 以 把 推导 随意 进行 下 去 ”。 

对 于 我 们 的 例子 , 这 种 考察 表明 ，x =z+z +z +z +2 +… 是 我 们 
开始 时 的 级 数 z=x-x 9 x! 一 x e 的 逆 级 数 。 

这 个 结果 在 什么 意义 上 是 可 靠 的 ? 毕竟 ， 牛 顿 多 次 舍弃 了 绝 大 多 数 
项 ， 所 以 ， 这 个 答案 的 正确 性 还 有 多 大 的 可 信 度 呢 ? 

下 面 的 “检验 ”再 次 让 我 们 安心 。 原 来 的 级 数 z xx +x -x +- 
是 公 比 为 -x 的 等 比 级 数 ， 所 以 它 的 终极 形式 为 2= 一 。 因 此 ， RNE 


lax 


Hx s 是 等 比 级 数 z+z +z +z tz + HF, xdi 


导 过 程 给 出 的 结果 。 一 切 推导 看 起 来 是 有 条 不 紊 的 。 

到 目前 为 止 , 所 讨论 的 方法 (广义 二 项 展开 式 和 逆 级 数 ) 将 成 为 牛顿 
手中 强 有 力 的 工具 。 然 而 ， 在 我 们 真正 评价 这 位 大 师 的 成 果 之 前 ， 还 有 
最 后 一 项 必 备 知识 。 
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《分 析 学 》 中 求 面积 的 法 则 


牛顿 在 1669 年 所 写 的 《分 析 学 》 一 书 中 , 承诺 要 论述 求 面积 的 方法 ， 
“我 在 很 早 以 前 已 经 发 明了 通过 无 穷 项 级 数 来 计算 曲线 之 下 面积 的 方 
BE. UU 这 不 是 牛顿 第 一 次 提 到 他 的 流 数 发 明 ， 他 在 1666 10 HREH 
一 本 小 册子 《 流 数 简 论 》 中 就 说 过 同样 的 话 。《 分 析 学 》 对 那 本 小 书 做 了 
修订 ， 展 示 了 这 位 正在 走向 成 熟 的 思想 家 的 超人 智慧 。 当 代 学 者 发 现 了 
一 个 奇特 的 现象 : 除了 几 位 幸运 的 同事 外 ， 神 秘 的 牛顿 没有 对 公众 公开 
这 份 手稿 。 直 到 1711 年 ， 其 中 的 许多 结果 已 经 由 其 他 人 发 表 之 后 ， 这 份 
手稿 才 印 制 成 书 。 虽 然 如 此 ， 更 早 的 写作 年 代 和 杰出 的 作者 身份 表明 有 
理由 把 本 书 描绘 为 “也 许 是 牛顿 所 有 数学 著作 中 最 值得 称 符 的 "。™ 

该 书 以 求 “ 简 单 曲 线 的 面积 ”的 三 条 法 则 的 一 个 命题 开始 。 在 17 世 
纪 ， 英 语 中 积分 (quadrature) 的 含义 是 求 面积 ， 所以， 这 三 条 法 则 就 是 
积分 法 则 。 


法 则 1 简单 曲线 的 面积 : 如 果 y=ax” 是 曲线 AD thk 
X —— y^ 《( 见 图 1-10). 
m+n 


这 条 法 则 的 一 种 现代 表述 形式 是 ， 指 定 AAA, BA (x 0), ht 
(m/n)t 
为 ?= at"" 。 于 是 , "if rito, [ad = 一 一 


ax AN (mnin 
X 9 
(m [nl mn 


这 正好 是 积分 学 中 指数 法 则 的 一 个 特例 。 

仅仅 到 了 《分 析 学 》 一 书 的 最 后 ， 和 牛顿 几乎 像 事 后 反思 一 样 才 注 意 
到 “留心 的 读者 ”会 想 看 到 法 则 1 的 证 明 。" "留心 的 读者 总 是 不 乏 其 人 
的 ， 所 以 我 们 在 下 面 给 出 他 的 论证 。 
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y - ax ^ 


D 
[ 
1 
1 
1 
1 
1 
I 
l 
I 
I 
I 
I 
1 
I 
i 
t 
B 


图 1-1 
如 图 1-2 所 示 ， 再 次 令 曲线 为 4D 以 及 AB -x 和 BD=y。 牛 顿 假设 
曲线 下 的 面积 ABD 由 z 通过 x 的 项 的 表达 式 给 出 。 目 标 是 求 出 y 通 过 x 
表示 的 对 应 公式 。 按 照 -种 现代 的 居高临下 的 观点 ， 牛 顿 是 从 
z= [y(t)àt 开始 求解 = v) 。 在 以 几 个 戏剧 性 的 步骤 结束 之 前 ， 牛 屯 


的 推导 过 程 综合 了 几何 、 代 数 和 流 数 的 方法 。 


I Sm 


my ee ee Et Eas 
DID. JJJ--cgcg- 2g _— 


Q 


» 
w 
To 
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首先 , 牛顿 令 姨 横 坐 标 轴 上 同 了 相隔 一 小 段 距 离 o 的 点 。 因 此 线段 
4 的 长 度 为 xt+o 。 他 令 z 为 面积 4BD， 不 过 为 强调 函数 关系 , 我 们 有 权 
用 z=z(x) 表 示 。 因 此 ，z(x+0) 是 曲线 下 的 面积 486。 下 一 步 ， 他 引进 
高 为 v=BK= AH ARTE BBHK， 他 限定 其 面积 恰好 等 于 曲线 下 面 的 区 域 
BBD 的 面积 。 换 句 话说 ，Bf6D 的 面积 等 于 ov. 

此 时 ,牛顿 指定 z(a) = 一 — xn "并 继续 求 z 的 瞬时 变化 率 。 为 此 ， 


他 考察 了 当 x 变 小 时 x 本 z 的 变化 的 影响 。 为 书写 方便 , 他 暂时 令 
c-anl(me-n)füp-m*n, TEz(x)-c"", H 
[zW] "=e (7) 

现在 , z(x +0) MEHER Ap. 这 个 面积 可 以 分 解 成 面积 48D 和 8b6D， 
请 注意 ， 后 者 是 矩形 ov 的 面积 ， 所 以 ， 牛顿 断定 z(x+0)= z(x)*ov. fX 
AX (7)， 得 到 

[z(x) * ov]" =[z(xz+o 2c" (x+o) 

将 等 式 左 边 的 二 项 式 和 右边 的 二 项 式 展开 ， 得 到 


[zco]" " n[zG)] ^ oy + mezo [z] ov! 十 


=C"x? +c" px" otc" EET x^? o! 4. 


利用 式 《7) 消去 等 式 两 边 最 左边 的 项 ， 并 除 以 co， 牛顿 得 到 


n[zGo] y t7 Dor? m +- 
i (8) 


Ot 


= c" px?! tc nz 1) xP? 


到 这 一 步 ， 他 写 道 :“ 如 果 我 们 假定 BA 为 无 限 减 小 并 消失 的 量 ， 或 
者 o 为 零 ， 那 么 “和 ?在 这 种 情况 下 相等 ， 并 且 那 些 乘 以 o 的 项 将 消 
A^. UU 他 断言 ， 当 o 变 成 零 时 ， 式 (8) 中 所 有 包含 o 的 项 也 变 成 零 。 
与 此 同时 ，v 同 7 相等， 这 就 是 说 ， 图 1-2 PRE BK 将 等 于 原 曲线 
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的 纵 坐 标 BD。 通 过 这 种 方式 ， A (8) 变换 成 
n[zG)]" y 2 c" px" (9) 
现代 读者 的 反应 很 可 能 是 ,“ 别 那么 快 ， 艾 萨 克 !” 当 牛顿 用 o 作 除 
数 的 时 候 ，o 无 颖 不 等 于 零 。 但 是 过 了 一 会 , o 就 变 成 零 了 。 一 言 以 项 之 ， 
这 里 埋伏 了 隐患 。 这 种 零 与 非 零 的 对 应 在 随后 的 一 个 多 世纪 一 直 困 扰 着 
分 析 学 家 们 。 本 书后 面 将 更 多 地 讨论 这 个 问题 。 
不 过 ， 牛 顿 的 推导 仍然 继续 进行 。 在 式 (9) 中 ， 他 代 换 了 z(xz) ，c 
Fp HERH 


an ; m+n- 
k ——— | (m+n)}x 
" c" px^ | _ mi 
niz) l an -T 
n| —— x 
(m+n) 
于 是 ,牛顿 从 他 的 假设 “4BD 的 面积 为 z(x) = xo^" WE, 推出 


曲线 AD 必定 满足 方程 y= ar”" 。 EREU. MMATRO. 然后 ， 
在 没有 进一步 证 明 的 情况 下 ， 他 指出 :“ 与 此 相反 ,如 果 ax" =y， 那 


P = gmna =7 Ag 这 就 完成 了 他 对 法 则 ] 的 证 明 。 [12] 
mra 


这 是 一 种 特别 扭曲 的 逻辑 。 从 曲线 之 下 的 面积 积分 z 导出 y 的 方程 
之 后 ， 牛 顿 断言 这 种 关系 在 相反 的 方向 也 存在 ， 并 且 曲 线 y = ar” “之 下 


的 面积 就 是 一 一 = xin "。 这 样 的 论证 给 我 们 留 下 杂乱 无 章 的 感觉, 因为 


其 中 RCM 牛顿 数学 论文 集 的 编辑 Derek Whiteside 把 这 
个 求 面积 的 证 明 恰当 地 描写 成 “ 流 数 术 的 一 种 简洁 的 难以 理解 的 形式 ”。'" 
男 一 方面 ， 记 住 这 个 起 源 是 很 重要 的 。 牛 顿 在 微 积分 漫长 的 创建 过 程 的 
开头 就 给 出 了 法 则 1 的 证 明 。 在 他 那个 时 代 ， 这 个 证 明 是 开山 之 作 ， 并 
且 他 的 结论 是 正确 的 。Richard Westfall 在 其 评论 中 说 , “然而 概括 地 说 ， 
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《分 析 学 》 确 实 展示 了 流 数 方法 的 整体 范围 和 威力 ”， 看 起 来 这 是 真实 的 。” 
无 论 如 今 的 评判 如 何 ， 牛 顿 当初 是 感到 满意 的 。 牛 顿 在 《分 析 学 》 
中 没有 给 出 证 明 的 另外 两 条 法 则 如 下 : 


法 则 2 由 简单 曲线 构成 的 复杂 曲线 的 面积 : Æ y 的 值 由 
若干 项 构成 ， 那 么 它 的 面积 等 于 其 中 每 一 项 的 面积 之 和 

法 则 3 ”所 有 其 他 曲线 的 面积 如 果 y 的 值 或 者 它 的 任何 
项 比 上 述 曲 线 更 复杂 ， 那 么 必须 把 它 分 解 成 更 简章 的 项 ……， 
然后 应 用 前 面 两 条 法 则 ， 就 可 以 获得 欲求 曲线 的 面积 。09 


牛顿 的 第 二 条 法 则 断定 有 限 项 和 的 积分 等 于 各 项 积分 的 和 。 他 用 了 
两 个 例子 来 说 明 这 条 法 则 。 第 三 条 法 则 断言 ， 当 遇 到 更 复杂 的 表达 式 时 ， 
首先 需要 将 其 “化 简 ” 成 无 穷 级 数 ， 再 通过 第 一 条 法 则 对 级 数 的 每 一 项 
求 积分 ， 然 后 再 对 结果 求 和 。 

最 后 这 条 法 则 是 一 个 富有 吸引 力 的 主张 。 更 恰当 地 说 ， 这 是 最 后 一 
个 前 提 条 件 , 牛顿 需要 用 它 导 出 数学 上 的 一 个 重大 结果 : 一 个 角 的 正弦 的 
无 穷 级 数 。 出 自 《 分 析 学 》 的 这 个 重要 定理 是 这 一 章 最 有 意义 的 主题 。 


牛顿 的 正弦 级 数 推导 


考虑 图 1-3 中 以 原点 为 圆心 和 半径 等 于 1 的 圆 的 四 分 之 一 贺 。 同 以 
前 一 样 , 令 4B=x ，BD =) 。 和 牛顿 的 第 一 个 目标 是 求 圆 弧 o D RIS ERI 
KER. M 

A DS BIXERSUIRX DT, 并 且 令 BK 为 “基底 4B 的 增 量 "。 在 一 种 
表示 法 中 ， 我 们 令 BK = dx ， 这 成 为 牛顿 之 后 的 一 种 标准 记号 。 这 样 就 
建立 了 一 个 “无 限 小 的 ”直角 三 角形 DGH， 和 牛顿 把 它 的 斜 边 DH 视 为 贺 
Ji aDD 的 增 量 。 我 们 用 DH = dz 表示 , 其 中 z = z(x) 代表 圆 弧 aD 的 长 度 。 
由 于 这 一 切 都 是 发 生 在 单位 贺 内 ， 所 以 ZaAD 的 弧度 也 是 z 
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1-3 


BT BD 


形 4DT 分 成 两 个 相似 三 角形 PB7 和 4BD。 由 此 推出 ， A 从 这 


两 个 比例 关系 ， 我 们 可 以 推出 于 = -一 。 采 用 上 面 的 微分 记号 ， 可 得 


-J. 因此 ，dz= 空 。 
l y 


全 | 及 


在 下 一 步 推 导 中 个 归 利 用 加 的 关系 ?= Yi- 敢 ， 得 到 中 = 条 


dx 1 
。 像 式 (3) 那样 展开 ， 了 导出 
4J1- x? " HS 41- x 
| 
2 8 16 128 


所 以 


z=z(x)= [à- [ iter ne di 
» 2 8 16 128 
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对 这 些 单独 的 乘 方 项 求 面积 ， 并 用 法 则 3 对 结果 求 和 ， 牛 顿 得 到 园 弧 aD 
HAKH 
| We E 35 , 
peg i^e TT MT Te (10) 
再 度 审 视图 1-3, 我 们 看 到 z 不 仅仅 是 Za4D 的 弧度 , 也 是 ZADB 的 
弧度 。 由 三 角形 ABD 可 知 ，sinz= 工 ， 所 以 
ggg 9 as 


arcsin x = Z = etir +— 
6 40 112 1132 


因此 ， 从 代数 表达 式 一 开始 , 牛顿 利用 他 的 广义 二 项 展开 式 和 基本 
Vl-x’ 


的 积分 推导 出 反正 弦 的 级 数 ， 这 是 本 质 上 更 为 复杂 的 一 个 关系 式 .。 
然而 ， 牛 顿 还 有 一 个 锦 宫 妙计 。 他 不 去 求 用 横 坐标 (x) 表示 的 弧 长 
(z) 的 级 数 ， 而 是 寻找 相反 的 过 程 。 他 写 道 :“ 如 果 需 要 从 已 知 弧 长 xD 
求 48 的 正弦 ， 那 么 我 对 上 面 导出 的 表达 式 求 根 。”"… 1 就 是 说 ， 牛 顿 利用 
他 的 逆 过 程 ， 将 z = arcsin x 的 级 数 转换 成 x= sin z 的 级 数 。 
按照 前 面 描述 的 方法 ,我 们 从 把 x=z 作 为 第 一 项 开始 。 为 把 级 数 展 


开 推 进 到 下 一 步 ， 将 x=z+p 代 入 式 《10)， 并 且 解 出 
Da. 3. 5 5 
2E » — 


我 们 仅 从 这 个 解 中 保留 P=- 。 这 样 就 将 级 数 扩展 成 x = zo 下 


一 步 引进 p= -了 +9 ， 继 续 这 个 逆 过 程 ， 解 出 


RARAJ =z 。 到 这 一 步 ， 级 数 变 成 x= z-z ir ， 并 且 ， 
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也 许 像 牛顿 所 说 的 那样 ， 我 们 “继续 随意 地 ”推导 下 去 ， 直 至 发 现 级 数 


项 的 通用 模式 ， 然 后 书写 下 分 析 学 中 最 重要 的 一 个 级 数 ， 


Zarztaxtl Row E EE TEE AE. ~ m D 
6 120 5040 362880 tæ (2k + TTM 


为 了 获得 更 准确 的 曲线 弧 长 ， IDEST Ai coss = 了 CO ET 


按照 Derek Whiteside 的 说 法 “关于 正弦 和 余弦 的 这 些 级 数 第 一 次 出 现在 
欧洲 人 的 手稿 中 ”。! 


To find tbe Bafe from tbe Length of tbe Curve given, 


45. If from the Arch aD given the Sine AB 
was required ; I extract the Root of the Equation 
found above, viz, z — x + ix -+ x-y 
; 12x? (it being fuppofed that AB =x, «D— x, 


and Aa 一 1) by which 1 find x — z — $25 十 
ToT 一 DICE Y dl 十 161 :rr;2? &r. 

46. And moreover if the Cofine AQ were 
required from that Arch given, make Ag (= 
V1— xx —1— iz 十 去 24 —:.uz*-- 


T57752 Isr &r. 


牛顿 的 正弦 级 数 和 余弦 级 数 (1669) 


对 我 们 来 说 ， 这 种 推导 所 忽 的 圈子 看 起 来 是 不 可 思议 的 。 我 们 现在 
把 正弦 级 数 视 为 不 过 是 泰勒 公式 和 微分 学 的 一 个 微不足道 的 推论 而 已 。 
所 以 我 们 自然 而 然 地 以 为 它 一 直 就 是 这 样 简单 的 。 但 是 , 正如 我 们 所 见 ， 
牛顿 克服 了 重重 困难 才 得 到 这 个 结果 。 他 运用 了 积分 法 则 而 不 是 微分 法 
则 ， 他 从 (我 们 认为 ) 偶然 的 反正 弦 级 数 产生 正弦 级 数 ， 同 时 ， 他 需要 
运用 他 所 提出 的 复杂 的 逆 过 程 方案 来 完成 全 部 推导 。 

这 个 历史 片段 提醒 我 们 ， 数 学 并 不 是 按照 现在 教科 书 中 的 方式 发 展 
的 。 相 反 ， 它 是 通过 断断续续 地 在 出 乎 意料 的 惊喜 中 发 展 起 来 的 。 事 实 
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上 ， 那 是 相当 有 趣 的 ， 因 为 历史 在 一 下 子 变 得 有 意义 、 美 好 和 出 乎 意料 
的 时 候 ， 它 是 极 具 吸 引力 的 。 

谈 到 出 乎 意料 这 个 话题 ， 我 们 就 Derek Whiteside 在 上 面 那 段 话 中 的 
评判 补充 一 句 。 看 起 来 牛顿 并 不 是 第 一 个 发 现 正弦 级 数 的 人 。 印 度数 学 
家 尼 拉 坎 塔 (1445 一 1545) 在 公元 1545 年 描述 过 这 个 级 数 ， 并 且 把 它 归 
功 于 更 久远 的 前 裴 马 达 维 (生活 在 公元 1400 年 前 后 )。 关 于 这 些 发 现 和 
印度 数学 中 的 优良 传统 的 叙述 可 以 从 文献 [20] 和 [21] 中 查 到 。 但 是 , 这 些 
成 果 在 牛顿 活跃 的 时 代 的 欧洲 自然 不 为 人 们 所 知 。 

我 们 以 两 点 评论 作为 本 章 的 结束 语 。 第 一 ， 牛 顿 的 《分 析 学 》 是 一 
本 真正 的 数学 经 典 ， 是 任何 一 位 对 微 积分 的 历程 感 兴趣 的 人 都 应 拥有 的 
读物 。 从 中 可 以 警 见 这 位 历史 上 最 具 创 造 力 的 思想 家 在 其 才智 发 展 的 早 
期 阶段 的 情况 。 


顿 以 其 超越 时 代 的 专业 才能 和 洞察 力 把 无 穷 级 数 和 流 数 法 结合 起 来 ， 将 
数学 的 前 沿 推 向 若干 新 的 发 展 方向 。 与 他 同时 代 的 詹姆斯 。 格 雷 戈 里 
(1638—1675) 评论 过 去 的 初等 方法 对 于 产生 同样 关联 的 这 些 新 方法 ,就 
如 同 “ 黎 明 的 晨 遇 对 于 正午 的 阳光 ”"。" 正如 我 们 在 后 面 几 章 将 要 多 次 
看 到 的， 格雷 戈 里 这 种 令 人 陶醉 的 描述 是 恰如其分 的 。 同 时 ， 第 一 个 走 
问 这 条 激动 人 心 的 道路 的 人 是 牛顿 ， 他 确实 不 愧 为 “一 位 具有 非凡 天 赋 
和 卓越 才能 的 人 物 ”。 
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X db 0848 - 威廉 。 莱 布 尼 茨 〈1646 一 1716) 


微 积分 的 两 位 创建 者 都 因为 在 其 他 的 方面 也 有 建树 而 更 闻名 ， 这 也 
许 是 独一无二 的 。 在 公众 的 心目 中 ， 艾 萨 克 。 牛顿 往往 被 看 成 一 位 物理 
学 家 ， 而 微 积分 的 共同 创建 者 莱特 弗 里 德 * 威廉 。 莱 布 尼 茨 则 多 半 被 认 
为 是 一 位 哲学 家 。 这 既 令 人 不 悦 又 让 人 欣喜 ， 不 悦 是 因为 这 表明 人 们 无 
视 他 们 在 数学 上 的 贡献 ， 而 欣喜 是 由 于 人 们 公认 创建 微 积分 需要 超越 一 
般 天 才 的 奇才 。 

莱 布 尼 茨 兴趣 广泛 ,贡献 突 出 ， 具 有 渊博 的 知识 。 除 了 哲学 和 数学 ， 
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他 在 历史 、 法 学 、 语 言 、 神 学 、 逻 辑 学 和 外 交 方 面 都 有 杰出 的 成 就 。 在 
年 仅 27 岁 时 , 莱 布 尼 芯 就 凭借 他 发 明 的 一 台 机 械 计 算 器 加 入 了 英国 皇家 
学 会 ， 这 台 可 以 进行 加 、 减 、 乘 、 除 运算 的 机 器 以 其 复杂 性 被 公认 为 一 
次 革命 。 冲 

虽然 晚 于 牛顿 ， 并 且 出 生 在 另 一 个 国度 ， 莱 布 尼 芯 还 是 和 牛顿 一 样 
有 着 一 段 热 烈 进 行 数学 研究 的 时 期 。 牛 顿 在 17 世纪 60 年 代 中 期 已 经 在 
剑桥 大 学 建立 了 他 的 流 数 思想 ， 而 菜 布 尼 芯 是 在 十 年 之 后 在 巴黎 履行 外 
交 使 命 时 完成 他 自己 的 竟 基 工作 的 。 这 使 牛顿 捷足先登 ， 也 让 牛顿 和 他 
的 同胞 们 后 来 认定 这 是 事 关 优先 权 的 唯一 凭据 。 但 是 当 莱 布 尼 芯 发 表 他 
的 微 积分 成 果 时 ， 和 牛顿 的 《分 析 学 》 和 其 他 论文 仍然 以 手稿 的 形式 尘封 
着 。 关 于 接着 发 生 的 微 积分 发 明 权 应 该 归功 于 哪 一 位 的 争论 ， 已 有 很 多 
著述 ， 而 且 这 并 不 是 一 个 动听 的 故事 。 包 上 百年 来 ， 现 代 学 者 们 终于 抹 
去 了 国家 和 个 人 的 感情 因素 ， 认 定 牛 顿 和 莱 布 尼 芯 各 自 独立 创建 了 微 积 
分 。 像 水 到 渠 成 的 一 种 观念 的 产生 一 样 ， 微 积分 到 了 “呼之欲出 ”的 时 
刻 ， 只 是 需要 极端 敏锐 的 和 总 揽 其 成 的 思想 将 它 变 成 现实 。 牛 顿 恰恰 具 
有 这 种 思想 。 

毫 无 疑问 ， 莱 布 尼 茨 也 具有 这 种 思想 。 在 1672 年 ,他 到 巴黎 担任 外 
交 官 之 前 ， 莱 布 尼 茨 还 是 一 个 被 认为 对 “阅读 宛 长 的 数学 证 明 ” 缺 乏 耐 
心 的 新 手 。 电 他 不 满足 于 自己 的 知识 ， 花 费时 间 填 补缺 口 ， 大 量 阅 读 令 
人 敬仰 的 数学 家 们 的 著作 ， 远 至 古代 的 欧 几 里 得 (公元 前 3 世纪 前 后 )， 
近 至 他 那个 时 代 的 帕斯卡 《1623 一 1662) 、 巴 罗 以 及 他 一 度 师 从 的 克 里 斯 
琴 。 惠 更 斯 (1629 一 1695)。 开 始 的 时 候 困难 重重 ， 但 是 莱 布 尼 茨 坚 持 了 
下 来 。 他 后 来 回忆 说 ， 尽 管 他 还 有 很 多 不 足 ， 但 是 “不 知 从 哪里 来 的 自 
信 让 我 坚信 ， 只 要 努力 我 就 可 以 成 为 他 们 中 的 一 员 "。 口 

菜 布 尼 茨 取得 的 成 功 是 激动 人 心 的 。 他 在 一 段 回忆 文章 中 写 道 ， 他 
很 快 就 “ 作 好 进行 独立 研究 的 准备 ， 因 为 我 阅读 数学 文献 就 如 同 别人 阅 
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读 浪漫 的 小 说 一 样 轻 松 ”。 癌 在 几乎 是 狼吞虎咽 地 吸收 同时 代 的 人 的 成 
果 之 后 ， 莱 布 尼 茨 把 他 们 远 远 地 抛 在 后 面 ， 创 造 了 微 积 分 ， 从 而 使 他 在 
数学 上 赢得 名 垂青 史 的 业绩 。 


467 
RO MAXIMIS ET MI. 
dedo ad as, nec irrati- 
fingularepro 


EAD ME te Arke At ese er h 
Sita quantitas data conftans, equalis o, &d ax erit 
ineo: iab rte ep am YY, aquali desk 
eg nb ser d». Jam Addirio & Sub- 
tralio: fi fit 2 -yt vet x equ. v, erit Re d», equ. 
dz -dytdvrt dx. Svewiadé tuis, ba to feu pofito 
Lh eor vi qi »trdx. In arbitrio enim cft 


ne, de quo alibi, Porro Divo, dud née. qu. Qum 
trdytyds 


莱 布 尼 茨 关于 微分 学 的 第 一 篇 论文 (1684) 


与 英吉 利 海峡 对 岸 的 牛顿 不 同 ， 莱 布 尼 茨 愿意 发 表 成 果 。 微 积分 的 
第 一 个 刊载 形式 是 菜 布 尼 世 1684 ERSEL, 这 篇 论文 带 有 一 个 元 长 
的 标题 Nova methodus pro maximis et minimis, itemque tangentibus, quae nec 
fractas, nec irrationales quantitates moratur; et singulare pro illis calculi 
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Semis， 翻 译 过 来 是 《一 种 求 极 大 值 与 极 小 值 以 及 求 切线 的 新 方法 ， 它 也 
适用 于 有 理 量 与 无 理 量 以 及 这 种 新 方法 的 奇妙 类 型 的 计算 》。 "既然 涉及 
求 极 大 值 与 极 小 值 以 及 求 切线 问题 ， 训 无 疑问 ， 莱 布 尼 茨 的 这 篇 文章 是 
介绍 微分 法 的 。 两 年 以 后 他 又 发 表 了 另 一 篇 介绍 积分 法 的 文章 。 即 使 处 
于 早期 阶段 ， 菜 布 尼 茨 不 但 构造 和 整理 了 许多 微 积分 的 基本 法 则 ， 而 且 
已 经 用 dx 表示 x 的 微分 和 用 |x dx 表示 x 的 积分 。 他 的 卓越 才能 之 一 ， 
正 是 后 来 拉 普 拉 斯 所 说 的 提供 了 “一 种 非常 恰当 的 符号 ”"。 

在 这 一 章 ， 我 们 考察 他 在 1673 年 至 1674 年 间 证 明 的 两 个 定理 。 所 
讨论 的 大 部 分 材料 来 自 菜 布 尼 蒋 的 专著 《微分 学 的 历史 和 起 源 》， 书 中 令 
述 了 他 创建 微 积 分 过 程 中 发 生 的 事情 。 甸 我们 讨论 的 第 一 个 定理 是 很 抽 
象 的 所 谓 变换 定理 。 在 它 的 推导 中 的 杂 着 几何 技巧 ， 虽 然 这 一 点 现在 不 
能 引起 人 们 的 兴趣 ， 而 在 当初 却 显示 了 他 的 数学 天 分 ， 产 生 了 我 们 现在 
所 说 的 分 部 积分 法 的 初期 形式 。 第 二 个 结果 是 第 一 个 结果 的 推论 ， 被 称 
为 “ 莱 布 尼 蒋 级 数 "。 如 前 面 一 章 讨论 的 牛顿 的 成 果 一 栏 ， 这 种 级 数 展开 
和 基本 积分 方法 的 结合 产生 一 个 重要 的 和 妙 不 可 言 的 结果 。 

变换 定理 

在 17 世纪 中 期 ,计算 曲线 之 下 的 面积 是 一 个 热门 话题 ,这 也 是 莱 布 
尼 茨 变换 定理 的 主题 在 图 2-1 中 , 假定 我 们 要 计算 曲线 48 下 面 的 面积 。 
莱 布 尼 蒋 将 这 个 区 域 的 面积 想象 成 是 由 无 限 多 个 无 限 小 的 矩形 构成 的 。 
每 个 矩形 的 宽度 为 dx ,长度 为 ?， 其 中 随 曲线 AB 的 形状 变化 而 改变 。 

在 我 们 看 来 ， 菜 布 尼 蒋 的 dx 的 性 质 是 不 明确 的 。 在 17 世纪 ，dx 被 看 
作 是 最 小 的 可 能 长 度 ， 一 个 无 限 小 的 不 可 能 再 分 的 长 度 。 但 是 怎么 可 能 有 
这 样 的 事情 呢 ? 很 明显 ， 任 意 长 度 ， 即 使 是 刀刃 一 样 注 的 长 度 ， 也 可 以 分 
为 两 半 。 莱 布 尼 蒋 关 于 这 一 点 的 解释 无 助 于 概念 的 澄清 ， 他 对 问题 的 说 明 
是 难以 理解 的 。 下 面 是 菜 布 尼 茨 在 1684 年 之 后 的 一 份 手稿 中 的 一 段 文字 : 
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关于 …… 无 限 小 ， 我 们 理解 为 …… 某 种 无 限 的 小 ， 所 以 每 次 分 
割 本 身 都 成 为 一 个 级 别 ， 只 不 过 不 是 一 个 最 后 的 级 别 。 如果 有 
谁 希望 将 这 些 [ 无 限 小 ] 理 解 为 最 终 的 事物 …… 那么 , 这 也 是 可 
以 的 ， 而 且 也 不 会 陷入 关于 延伸 范围 或 者 一 般 而 论 的 无 限 连 续 
统 或 者 无 限 小 的 真实 性 的 争论 中 ， 即 使 他 认为 这 样 的 事 是 完全 
Krie, P 


2-1 

读者 不 必 寻 找 这 种 概念 的 证 请 ， 更 无 需 自己 去 证 清 。 莱 布 尼 茨 看 来 
选择 了 逻辑 上 的 权宜 之 计 ， 他 作出 补充 ， 即 使 这 些 不 可 分 量 的 性 质 尚 不 
确定 ,它们 依然 可 以 作为 “用 于 计算 的 有 力 工具 ”。 我 们 再 次 看 到 了 令 后 
来 的 分 析 学 家 们 进退 维 谷 的 数学 泥潭 。 但 是 在 1673 年 , Kekan 

向 前 推进 ， 将 这 个 逻辑 上 的 问题 留 给 下 一 代 人 解决 。 
回 到 图 2-1， 我 们 看 到 无 限 小 矩形 的 面积 为 ydx 。 为 计算 曲线 4B 下 
! 面 的 面积 ， 莱 布 尼 茨 对 这 无 穷 多 个 面积 求 和 。 他 选用 伸 长 的 “S$ 一 一 代 
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表 “summa”( 求 和 ) 一 一 作为 表示 这 个 过 程 的 记号 。 因 此 ， 这 个 面积 表 
示 成 |ydx 。 从 此 以 后 ， 他 的 积分 符号 成 了 微 积分 的 “标志 ”， 向 所 有 见 
到 它 的 人 宣告 高 等 数学 来 临 了 。 

提出 一 个 表示 面积 的 记号 是 一 回 事 ， 而 掌握 怎么 计算 面积 完全 是 另 
一 回 事 。 莱 布 尼 欧 的 变换 定理 就 是 以 解决 这 个 计算 问题 作为 目标 。 

图 2-2 说 明了 他 的 思想 ， 其 中 再 次 显示 曲线 4B， 求 它 下 面 的 面积 是 
我 们 的 目标 。P 是 曲线 上 任意 一 点 ， 其 华 标 为 (x, y) 。 莱 布 尼 蒋 在 P Am 
出 切线 与 纵 坐 标 轴 相 交 于 点 7(0, 引 。 莱 布 尼 艾 解释 这 个 构造 时 说 明 “ 求 
一 条 切线 意味 着 画 一 条 直线 连接 曲线 上 距离 无 限 小 的 两 个 点 "。 四 令 d 
为 x 的 无 限 小 的 增 量 ， 他 建立 -- 个 无 限 小 的 直角 三 角形 ， 以 切线 上 的 线 
Bt PQ 为 斜 边 ， 边 长 分 别 为 dx, dy , ds 的 三 角形 放大 后 的 图 形 显现 在 图 
2-3 中 。 令 2 为 切线 的 倾角 。 
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图 2-3 


莱 布 尼 获 强调 ,“ 虽 然 这 个 三 角形 是 不 确定 的 (无 限 小 }， 但 是 …… 

总 可 能 找到 一 个 相似 于 它 的 确定 的 三 角形 ”。00 当然 ， 有 人 会 疑惑 一 个 

无 限 小 三 角形 怎么 可 能 同 任何 东西 相似 ， 但 是 这 不 是 纠缠 于 细 枝 末节 的 

时 候 。 莱 布 尼 芯 把 图 2-2 中 的 ATDP 看 成 与 图 2-3 中 的 无 限 小 三 角形 相似 。 
dy PD y-z 

pus c 求解 得 到 


dy 
-y-x—— l 
z=y-x (1) 


下 一 步 ， 菜 布 尼 蒋 向 左 延 长 切线 PT, 并 且 从 原点 引出 同 这 条 延长 线 
垂直 的 长 度 为 的 线段 OW( 见 图 2-2)。 由 于 LPTD 的 值 是 ww ST ZOTW 
的 值 为 rz12-w ， 所 以 ZTOW 的 值 也 是 a 。 这 使 得 AOTW 相似 于 无 限 小 
的 那个 三 角形 ， 于 是 得 到 另 一 个 比例 关系 三 = 全 ， 我 们 由 此 推出 

hds = zdx (2) 

莱 布 尼 获 然后 画 出 从 原点 辐射 出 的 AOPO ， 以 无 限 小 三 角形 的 斜 边 
PQ 为 底 边 。 为 避免 使 图 2-2 变 得 更 为 杂乱 ， 我 们 将 这 个 特别 的 三 角形 重 
新 画 在 图 2-4 中 。 

到 这 一 步 读者 也 许 会 想 ， 莱 布 尼 欧 已 经 随波逐流 地 迷失 在 毫 无 目标 
的 三 角形 的 汪洋 大 海 之 中 。 然 而 ,事实 上 ， 这 个 无 限 小 斜 三 角形 OPH 
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成 为 他 的 变换 定理 的 核心 。 由 于 三 角形 的 底 边 为 PO = ds ,高 为 OF =h, 
由 此 看 出 它 的 面积 为 了 hds ， 由 上 面 的 式 (2) 可 知 ， 这 个 面积 恰好 是 


LT : 
2 


x: 
m 
E Y] » 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
et 
WE 


图 2-4 


菜 布 尼 欧 画 了 无 数 个 这 样 的 无 限 小 三 角形 ， 如 图 2-5 所 示 ， 所 有 的 
三 角形 都 是 从 原点 辐射 出 来 并 终止 于 曲线 4B。 几 年 以 后 , 莱 布 尼 获 回忆 
起 , 他 “偶然 有 机 会 用 若干 条 通过 同一 点 的 直线 将 面积 分 成 多 个 三 角形 ， 
并 且 …… 察 觉 可 以 很 容易 从 中 获得 某 些 结果 "。 吕 
这 种 极 透视 三 角形 是 非常 关键 的 ， 因 为 菜 布 尼 蒋 认 识 到 图 2-5 中 的 
模 形 的 面积 就 是 那些 无 穷 小 三 角形 的 面积 之 和 ， 它 们 的 面积 的 解析 表达 
式 已 经 在 上 面 确定 。 就 是 说 
面积 (UE) = 三 角形 面积 之 和 = f zdr [e (3) 
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图 2-5 


事实 上 ， 莱 布 尼 茨 的 初衷 并 不 是 求 这 个 模 形 的 面积 。 相 反 ， 他 要 寻 
求 的 是 图 2-1 中 曲线 AB 之 下 的 面积 ， 即 | dx 。 幸好， 只 需要 简单 地 修 
修补 补 就 可 以 将 讨论 中 的 两 个 面积 联系 起 来 。 图 2-6 中 的 几何 图 形 表明 

曲线 AB 下 的 面积 = 面积 ( 模 形 )+ 面 积 CAObB ) 一 面积 (AOa4 ) 
RER (3)， 这 个 关系 式 从 符号 上 等 价 于 

[yix =} [zc 796) - ay(a) (4) 

这 就 是 最 终 的 变换 定理 。 定 理 的 名 称 表示 原来 的 积分 [yd 已 经 变换 
(或 "转换 ") 成 新 积分 了 zdx St O- (0) 之 和 。 如 今 ， 我 们 
添加 积分 限 (一 个 莱 布 尼 芯 没有 用 过 的 符号 表示 法 ) 使 得 公式 更 称心 如 
意 ， 并 且 重 写成 

b l. pè l b 
[o5 h+k] (5) 
公式 (5) 由 于 至 少 以 下 两 个 原因 而 值得 注意 。 


HH, 新 的 ”对 z 的 积分 很 可 能 比 原 来 对 ?的 积分 更 容易 求 值 。 如 
果 是 这 样 ，z 就 在 求 原来 的 面积 中 扮演 了 一 个 辅助 的 角色 。 对 17 世纪 的 
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数学 家 来 说 ，… 种 称 为 割 圆 曲线 的 曲线 就 扮演 这 样 的 角色 ， 也 就 是 说 ， 
割 圆 曲 线 是 一 个 求 面积 的 助 推 器 。 如 果 从 公式 (5) 能 够 产生 一 个 更 简单 
的 积分 ， 那 么 ， 这 整个 元 长 的 推导 过 程 将 获得 补偿 。 正 如 我 们 立刻 就 会 
看 到 的 ， 这 种 情况 恰好 出 现在 莱 布 尼 茨 级 数 的 推导 过 程 中 。 


I] 


l 
1 
1 
l 
1 
| 
f 
l 
| 
l 
1 
[ 
1 
1 
! 
1 
1 
! 
b 


图 2-6 


Jk, AX (5) 中 的 关系 具有 理论 意义 。 回 想 一 下 ，z = z(x) 是 曲 
线 48 在 点 (x, y) 处 的 切线 在 y 轴 的 截 距 。 因 此 z 的 值 与 切线 的 斜率 有 
关 ， 所 以 在 这 个 复合 的 积分 中 注 人 了 导数 。 这 不 禁 使 人 意识 到 其 中 隐藏 
着 重要 的 联系 。 


为 更 清楚 地 看 到 这 一 点 ,回想 式 (1) z=y-x 2 , FJ zdr = yår -xd , 
KA (4) 得 到 
fd =} fedr+ 3 by(b) -0) 
-5 jd x9] «260-7 yl) 


=2 fydr- frdy+ Thy(b) -Loo) 
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求解 得 [ydx = by(b)-ay(a)- | 四。 
再 加 入 积 分 限 ， 给 出 
f yix < MET (6) 
在 图 2-7 中 , 式 (6) 在 几何 上 的 正确 性 是 显而易见 的 ， 因 为 | ydx 
是 所 有 纵向 条 形 区 域 的 面积 ， 而 | ” xdy 是 所 有 横向 条 形 区 域 的 面积 。 


yia) 


ARA TR REEERE FARZ. WEN, 
[yat [5 xy - 58) - (4) 


整理 后 即 得 式 (6). 


B 
1 
1 
1 
| 
| 
1 
l 
[ 
l 
I 
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l 
l 
t 
| 
| 
| 
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关于 式 (6) 还 要 作 一 点 说 明 : 它 看 起 来 是 大 家 熟悉 的 。 这 是 理 所 当 
然 的 ， 因 为 它 很 容易 地 从 著名 的 分 部 积分 法 公式 


[Sg Cdr= F080 -| eos G0dx 
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推出 ， 只 要 在 其 中 指定 g(x)=x 和 J(x)=y。 在 这 种 条 件 下 g"(x)=1， 
f'G)dx = dy ， 代 入 后 就 把 分 部 积分 公式 转变 成 变换 定理 。 莱 布 尼 茨 在 使 
用 无 限 小 三 角形 、 切 线 、 相 似 三 角形 和 槐 形 面积 进行 复杂 推理 以 后 ， 总 
之 ， 在 经 过 极其 曲折 的 数学 探索 之 旅 以 后 ， 获 得 一 个 分 部 积分 的 实例 ， 
一 位 微 积分 的 超级 明星 捷足先登 ， 出 人 意料 地 走 上 和 舞台。 

这 是 令 人 兴奋 的 ， 但 是 莱 布 尼 茨 并 没有 停 了 脚步。 在 把 他 的 变换 定 
理应 用 于 一 条 著名 的 曲线 后 ， 菜 布 尼 茨 发 现 了 一 个 一 直 以 他 的 名 字 命 名 
的 无 穷 级 数 。 


Kh ERRA 


莱 布 尼 茨 从 一 段 圆 绝 开始 。 他 特别 考察 半径 为 1 和 中 心 在 点 (1, 0) 
的 贺 ， 如 图 2-8 所 示 。 他 把 这 个 圆 的 四 分 之 一 作为 他 的 -一 般 变换 定理 里 
的 曲线 48B。 下 面 马上 就 会 看 到 ， 这 是 一 个 富有 灵感 的 选择 。 


yz V2x-x? 


一 PP 
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圆 的 方程 为 (x 一 1》 +y 21, 或 者 取 另 一 种 形式 x*+y*: 22x, HJ 
何 图 形 可 知 这 段 四 分 之 一 圆 弧 下 的 面积 是 x/4 ， 所 以 由 式 (1) 和 式 (5) 
可 得 
1 l a lp d 
47 [rix zh ha. 其 中 z= yx 
菜 布 尼 茨 利用 他 新 创建 的 积分 , 对 圆 的 方程 求 微分 ,得 到 2xdx +2ydy = 2dx , 
于 是 也 = 一 大。 这 使 式 (1) 简化 成 
dr y 


Pene uis |- +x -x 2x- x x 
dx y 


3t JE ZEE EU AER A £X z 的 项 来 表示 x 的 表达 式 , 因此 他 
x? 


将 上 式 平方 并 利用 圆 的 方程 ， 得 到 2 I 元 一， 从 中 解 册 


2x-x 


2z! 
- i-z D 


挑战 在 于 计算 图 2-9 中 阴影 区 域 的 面积 | zdx 。 考 虑 割 圆 曲线 


z= [Z tie, JH abba, IES 
[zdr = 面积 (阴影 区 域 ) 
= 面积 (正方形 ) -面积 (上 方 区 域 ) =1- | xdz (8) 
回 到 变换 定理 ， KATERI (1) im (5) 结合 起 来 ， 得 到 
17905 sius un [jv 


Eu ! 2z t z? 
27)» ltz 0 ]+2z’ 


他 将 最 后 的 被 积 函数 重 写 成 


2 
Z 1 
—— : -z[1-z +z* -zf +. ]2z -z +2 -z + 
lèz 
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其 中 方 括号 内 出 现 了 一 个 等 比 级 数 。 据 此 ， 菜 布 尼 茨 推断 


1 
2 2 Zz 2 


z=- f [2 -zt «25-2 +---] dz -1- asra | 


化 简 成 


—z]-—4—-—-4—--:-- (9) 


这 就 是 菜 布 尼 茨 级 数 。 


z 


1 - — — re oo o o m c n n c m cm ccm - g= 


2-9 


ne 
dad 


这 是 一 个 奇妙 的 级 数 。 它 的 项 遵循 一 个 极为 普通 的 模式 : 带 有 交替 
正 负 号 的 奇数 的 倒数 。 然 而 最 重要 的 是 ， 这 个 看 似 不 起 眼 的 表达 式 的 和 


为 二 。 莱 布 尼 蒋 回忆 当 他 第 一 次 将 这 个 结果 同 惠 更 斯 交流 时 ， 他 得 到 热 


烈 的 赞扬 ， 因 为 “ 惠 更 斯 给 予 了 极 高 的 评价 ， 并 且 在 退回 这 篇 论文 的 附 
信 中 说 ， 这 在 数学 家 中 是 一 个 值得 永远 记 住 的 发 现 "。 吕 9 


一 
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按照 莱 布 尼 芯 的 说 法 ， 这 个 发 现 的 意义 在 于 “第 一 次 证 明了 圆 的 面 
积 恰好 等 于 有 理 数 的 一 个 级 数 ”"。M 也 许 有 人 会 对 他 用 “恰好 ”…- 词 挑 
毛病 ， 但 是 很 难 同 他 的 热情 争辩 。 
他 追加 了 一 个 离奇 的 补遗 。 通 过 对 式 (9) 两 端 除 2， 并 组 合 其 中 的 
项 ， 莱 布 尼 蒋 发现 
1 G «(a -Pi JE 可 
一 二 | 一 ~ 一 |+| 一 -一 |+| 一 -一 |+| 一 一 一 | 上 … 
0 
LE 4 4 
= 一 十 一 十 一 十 一 一 十 … 
3 35 99 195 


TW ee NN RM TEM 
2-1 6-1 109-1 14?-1 


就 是 说 ， 这 个 等 式 表明 ， 如 果 我 们 从 2 开始 对 每 个 相间 的 偶数 的 平方 减 
| 的 合 数 求 和 ， 结 果 为 5 。 多 么 神奇 ! 这 提醒 人 们 ， 分 析 学 家 手中 的 公 


式 近 平 魔术 一 般 。 

莱 布 尼 茨 级 数 在 形式 上 是 著名 的 ， 但 如 果 用 它 计 算 的 近似 值 则 毫 
无 价值 。 这 个 级 数 是 收敛 的 ， 不 过 收敛 极为 缓慢 。 如 果 对 莱 布 尼 茨 级 数 
的 前 300 项 求 和 ， 仅 能 得 到 n 的 精确 到 一 位 小 数 的 近似 值 。 这 么 精 糕 的 
精度 是 不 值得 费力 地 去 求 和 的 。 但 是 ， 我 们 将 会 看 到 ， 在 欧 拉 手中 ， 一 
个 相关 的 无 穷 级 数 将 产生 一 个 高 效 的 计算 的 近似 值 的 方法 。 

毫 无 疑问 ， 莱 布 尼 芯 级 数 是 一 个 微 积分 学 的 杰作 。 然 而 ,按照 惯例 ， 
当 讨论 这 些 早期 的 结果 时 ， 我 们 必须 提出 一 些 注意 事项 。 值 得 一 提 的 第 
一 件 事 ， 是 变换 定理 使 用 了 无 穷 小 推理 。 另 一 件 事 ， 是 莱 布 尼 茨 在 求 其 
级 数 的 值 时 需要 用 无 限 多 积分 项 之 和 代替 无 限 多 项 之 和 的 积分 ， 这 样 一 
个 步骤 ， 它 的 微妙 性 将 成 为 未 来 几 个 世纪 面 对 的 问题 。 

同时 ， 还 有 另外 一 个 问题 : 菜 布 尼 蒋 并 不 是 第 一 个 发 现 这 个 级 数 的 
人 人。 英国 数学 家 詹姆斯 "格雷 戈 里 在 其 几 年 前 已 经 发 现 一 个 非常 相 似 的 
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级 数 。 事 实 上 ， 格 雷 戈 里 得 到 了 反正 切 函 数 的 展开 式 ， 即 


NE 
arctan x = x-—4—-— 4 
3 5 7 
当 x=1 时 ， 这 就 是 菜 布 尼 茨 级 数 (虽然 格雷 戈 里 也 许 实际 上 并 未 作 过 代 
换 ， 没 有 将 这 个 函数 级 数 转换 成 数值 级 数 )。 
在 1674 年, 作为 数学 新 手 的 莱 布 尼 茨 并 不 知道 格雷 戈 里 的 成 果 , 并 
相信 他 自己 找到 了 新 东西 。 这 反 过 来 让 他 的 英国 对 手 对 他 投 以 怀疑 的 目 
光 。 对 他 们 来 说 ， 菜 布 尼 茨 具有 操 取 他 人 成 果 的 倾向 。 这 些 怀 疑 在 18 t 


纪 初 期 自然 会 被 进一步 放大 ， 因 为 那 时 在 牛顿 亲自 指挥 下 ， 整 个 英国 都 
在 指责 莱 布 尼 欧 肌 窗 微 积分 的 抄袭 行为 。 级 数 二 =1-3+5- 了 +9-… 中 


的 这 笔 糊涂 账 被 当 作 是 莱 布 尼 茨 背 信 弃 义 的 节 初 例证 。 

但 是 ， 即 使 是 格雷 戈 里 也 不 是 第 一 个 涉足 这 条 道路 的 人 。 我 们 在 前 
一 章 中 提 到 的 印度 数学 家 尼 拉 坎 塔 在 一 本 名 为 Tantrasangraha 的 书 中 描 
述 了 这 个 级 数 ， 还 是 用 韵文 的 形式 。 “虽然 这 一 成 果 在 菜 布 尼 茨 时 代 的 
欧洲 尚 不 为 人 知 ， 但 这 件 事 提醒 世人 ， 数 学 是 全 人 类 的 事业 。 

尽管 有 格雷 戈 里 和 尼 拉 坎 塔 的 成 果 ， 但 是 我 们 知道 菜 布 尼 茨 的 级 数 
推导 不 是 璋 窗 行 为 。 后 来 他 在 1674 年 写 道 ， 不 论 是 他 还 是 惠 更 斯 “或 者 
任何 一 个 在 巴黎 的 其 他 大 ， 完 全 没有 了 听 说 过 任何 关于 通过 有 理 数 的 无 穷 
级 数 表示 圆 面积 的 报道 "。!"” 像 发 明 通 常 的 微 积分 一 样 ， 莱 布 尼 欧 级 数 
是 一 项 属于 个 人 的 成 就 。 

在 接 下 来 的 20 多 年 里 ， 当 菜 布 尼 茨 完善 、 整 理 并 且 发 表 了 他 关于 微 
分 学 和 积分 学 的 思想 后 ， 这 个 新 手 变 成 为 一 位 大 师 。 在 这 样 的 起 点 上 ， 
这 门 学 科 将 在 未 来 的 一 个 世纪 发 展 起 来 一 一 事实 上 将 迅猛 地 成 长 。 我 们 
将 继续 讲述 这 个 故事 ， 谈 谈 他 在 瑞士 的 两 位 最 著名 的 追随 者 ， 即 伯 努 利 
兄弟 一 人 。 
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雅 各 布 。 伯 努 利 (1654—1705) — 约翰。 伯 努 利 (1667—1748) 


通常 ， 一 场 科学 革命 不 单 是 需要 一 位 黄 基 的 天 才 。 它 往往 也 需要 一 
位 组 织 天 才 ， 去 确立 科学 中 的 核心 思想 ， 对 它 的 产物 去 粗 取 精 ， 去 伪 存 
真 ， 并 使 之 能 为 大 众 理解 。 一 位 卓越 的 建筑 设计 师 可 以 设计 出 一 幅 宏 伟 
的 蓝图 ， 但 是 这 份 蓝图 终究 需要 一 支 建 筑 队 伍 将 其 变 成 一 座 大厦 。 

如 果 说 牛顿 和 莱 布 尼 茨 是 微 积分 的 建筑 设计 师 ， 那 么 正 是 雅 各 
布 。 伯 努 利和 约翰 。 伯 努 利 所 做 的 大 量 工作 ， 才 把 微 积分 建立 成 今天 我 
们 所 知 的 这 门 学 科 。 这 兄弟 二 人 阅读 了 莱 布 尼 茨 从 1684 年 到 1686 年 发 
表 的 最 早 论文 ， 他 们 发 现 自己 如 临 决 斗 前 那样 兴奋 。 他 们 抓 住 云 山 雾 日 
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般 的 阐述 ， 充 实 它 的 细节 ， 然 后 通过 与 菜 布 尼 茨 的 交流 以 及 抑 弟 彼此 之 
间 的 交流 ,完善 了 统 一 性 、 条 理性 和 术语 。 例 如 ，“ 积 分 ”一 词 正 是 雅 
各 布 给 出 的 。" 在 他 们 手中 ， 微 积分 变 成 当今 学 生 易于 接受 的 形式 ， 即 
具有 基本 的 求 导 法 则 、 积 分 方法 和 初等 微分 方程 的 解法 。 

虽然 同属 优秀 的 数学 家 ， 但 是 伯 努 利 兄 弟 二 人 的 个 人 表现 完全 可 以 
用 “不 得 体 ” 来 形容 。 尤 其 是 约翰 ， 在 菜 布 尼 蒋 与 牛顿 关于 微 积 分 发 明 
权 之 和 争 中 充当 了 好 斗 的 角色 ， 像 菜 布 尼 蒋 的 牛头 犬 一 样 ， 忠 实地 站 在 他 
所 尊 奉 为 英雄 的 “大 名 见 晶 的 菜 布 尼 茨 ”一 边 ， 甚 至 声称 牛顿 不 仅 没 有 
发 明 微 积分 ， 而 且 从 来 没有 完全 理解 它 。 这 当然 是 对 历史 上 最 杰出 的 
一 个 数学 家 的 粗野 无 端的 攻击 。 

非常 不 幸 ， 由 于 家 庭 不 和 歧 ， 雅 各 布 和 约翰 也 以 相互 争斗 为 乐 。 例 
如 ， 哥 哥 雅 各 布 称 弟弟 约翰 为 “我 的 学 生 “…， 即 使 是 在 这 个 学 生 的 才干 已 
经 明显 和 他 相当 的 时 候 也 是 这 样 。 同 样 ， 约 翰 在 事 隔 多 年 后 还 在 津津 乐 
道 地 谈论 如 何在 一 个 晚上 解决 了 困扰 雅 各 布 将 近 一 年 的 一 个 问题 。” 

尽管 他 们 具有 难以 相处 的 执 描 天 性 ， 但 是 ， 伯 努 利 叶 弟 还 是 在 数学 
史上 写 下 了 浓墨重彩 的 篇 章 。 雅 各 布 除 了 在 微 积 分 上 的 页 献 以 外 ， 还 善 
有 《 猜 度 本》 一 书 , 在 1713 年 (他 去 世 后 ) 出 版 。 这 本 书 是 概率 论 的 经 
典 之 作 ， 书 中 给 出 大 数 定律 的 证 明 ， 为 了 纪念 他 ， 人 们 往往 把 这 个 基本 
结果 称 为 “ 伯 努 利 定理 "。 呈 至 于 约 朝 ， 他 是 世界 上 第 一 本 微 积分 教科 书 
的 所 刀 人 。 这 件 事 情 起 于 一 项 协议 ， 按 照 协 议 约翰 给 法 国人 贵族 马 奎 
斯 * 德 党 必 达 (1661 一 1704) 提供 微 积分 课 材 料 ， 获 取 报 酬 。 洛 必 达 
随后 在 1696 年 整理 出 版 了 这 些 材 料 ， 书 名 为 《用 于 了 解 曲线 的 无 穷 小 分 
析 》。 在 这 本 书 里 首次 出 现 “ 洛 必 达 法 则 ”， 虽 然 同 这 本 书 一 样 ， 这 个 法 
则 实际 上 是 约翰 * 伯 努 利 发 现 的 ， 但 是 这 个 名 称 在 微分 学 中 从 此 就 固定 
下 来 。 在 书 的 前 言 里 ， 洛 必 达 表达 了 对 伯 努 利和 菜 布 尼 茨 的 感谢 ， 他 
738: “我 无 偿 地 使 用 了 他 们 的 发 现 ， 所 以 只 要 他 们 愿意 ,我 真诚 地 把 他 
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们 要 求 拥有 的 任何 东西 归还 他 们 。”” 

性 情 暴躁 的 约翰 当然 不 满足 于 这 种 表示 ， 他 确实 声明 这 个 法 则 是 他 
发 明 的 ， 而 在 几 年 后 ， 他 抱怨 洛 必 达 用 金钱 换取 他 人 的 才智 。 当 然 正 如 
数学 史家 Dirk Struik 所 说 ， 是 伯 努 利 自己 《实际 ) 促成 了 这 起 交易 。 他 
给 我 们 的 简单 的 劝告 是 “就 让 善 民 的 马 硅 斯 持 有 他 的 典雅 的 法 则 吧 ， 他 
支付 费用 了 ”。" 为 避免 再 次 失去 荣誉 ， 约 翰 写 了 一 篇 关于 积分 学 的 内 
容 广泛 的 论文 ， 在 17 和 2 年 用 自己 的 署名 发 表 。" 

为 更 清楚 了 解 伯 努 利 兄 弟 二 人 在 数学 上 的 成 就 ,我 们 有 选择 地 介绍 
他 们 的 成 果 。 首先 从 雅 各 布 的 调和 级 数 的 发 散 证 明 开始 , 然后 考察 他 对 
一 些 奇 异 收敛 级 数 的 处 理 ， 最 后 介绍 约翰 对 他 所 谓 “指数 微 积分 ”的 
页 献 。 


雅 各 布 和 调和 级 数 


像 在 他 之 前 的 牛顿 和 莱 布 尼 茨 以 及 许多 后 来 的 数学 家 一 样 ， 雅 各 
布 " 伯 努 利 认为 无 穷 级 数 是 进入 分 析 学 的 必由之路 。 这 一 点 从 1689 年 他 
所 写 的 专题 论文 《 论 无 穷 级 数 及 其 有 限 和 》 中 可 以 明显 看 出 。 这 篇 文章 
是 对 无 穷 级 数 的 最 高 水 平 的 讨论 , 因为 无 穷 级 数 在 临近 17 世纪 末 才 被 人 
们 了 解 。 中 雅 各 布 考察 了 一 类 相似 的 级 数 ， 例 如 等 比 级 数 、 二 项 式 级 数 ， 
反正 切 级 数 和 对 数 级 数 ， 以 及 某 些 以 前 从 未 讨论 过 的 级 数 。 在 本 章 ， 我 
们 考察 从 《 论 无 穷 级 数 及 其 有 限 和 》 中 节录 的 两 段 文 字 ， 第 一 段 专门 讨 
论调 和 级 数 的 奇异 特性 。 


在 1689 年 之 前 很 入， 有 人 已 经 发 现 级 数 1+ e REIES 


大 。 在 大 多 数 现代 教科 书 中 可 以 找到 尼 科 尔 ， 奥 雷 姆 (大约 1323—1382) 
发 现 的 证 明 ， 以 及 彼得 罗 。 门 戈 里 (1625 一 1686) 提出 的 另 一 种 证 明 。b 
菜 布 尼 茨 也 许 并 不 了 解 这 两 位 先驱 者 的 工作 ， 在 他 早年 在 巴黎 任职 期 间 
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发 现 这 个 级 数 是 发 散 的 ， 用 他 的 话说 是 1+ 工 + 工 + 工 +…= 


1 
2734 7: 7 ERE 
的 英国 同行 ， 而 从 他 们 那里 获悉 ， 又 有 人 捷足先登 了 。5” 

所 以 ， 调 和 级 数 的 发 散 已 不 再 是 新 闻 。 但 是 ， 我 们 通过 下 面 另 外 一 
种 方法 得 到 同样 的 结果 ， 可 以 增长 见识 ， 更 不 必 说 其 中 的 多 样 性 的 魅力 
了 。 雅 各 布 。 伯 努 利 的 发 散 性 证 明 就 是 与 他 的 前 辈 们 的 证 明 过 然 不 同 的 
这 样 一 种 方法 。 

等 比 数列 和 等 差 数列 在 他 那个 时 代 如 日 中 天 ， 他 首先 从 对 比 这 两 类 
数列 开始 。 他 将 前 一 种 数列 描述 为 A, B, C, D, …， 其 中 
BlA-CIB-DIC, 5€, (ihn, 2,1, 1/2, 1/4,…。 他 将 后 一 种 的 数列 ， 
写成 4, B, C, D: BUE, Xr 8-4=C-B8=D-C， 等 等 ， 一 个 例子 
就 是 2, 5, 8, 11,…。 当 然 ， 现 代 的 书写 习惯 是 强调 等 比 数列 的 公 比 (7) 
和 等 差 数列 的 公差 (d), 因此 我 们 将 等 比 数列 写成 4, Ar, Ar, Anus, 
而 将 等 差 数 列 写 成 4, A+d, A+2d, A+3d,…。 

作为 雅 各 布 的 《 论 无 穷 级 数 及 其 有 限 和 》 的 第 4 个 命题 ， 他 证 明了 
关于 前 两 项 相同 的 正 数 项 等 比 数列 和 等 差 数 列 的 一 个 引 理 。 

定理 ”如 果 4, B, C,…, D, E 是 公 比 为 r>1 的 正 数 项 的 等 比 数列 ， 而 
A, B, F…, G HH 也 是 从 4 和 B 开 始 的 正 数 项 的 等 差 数列 ， 那 么 ， 等 比 数 
列 中 其 余 每 一 项 都 大 于 对 应 的 等 差 数列 中 的 相应 项 。 

证 明 使 用 现代 的 记号 ， 我 们 将 等 比 数列 表示 为 4,，Ar,， Ar, 
Ar), ，, 而 将 等 差 数 列表 示 为 4，A+d ，A+2d ，A+3qd,…。 根据 假设 ， 
可 知 dr=B=Atd 。 由 于 r >1， 我 们 有 A(r -1) > 0 ， 展 开 得 到 

Ar’+A>2A4r 


或 者 简化 成 
C*A»2Bz2(A*td)- Ac(A*2d)- A+F 


因此 C> 巨 ， 这 就 是 说 ， 如 定理 所 述 ， 等 比 数列 的 第 3 项 大 于 等 差 数列 
的 第 3 项 。 这 个 证 明 ， 可 以 重复 到 第 4 项 、 第 5 项 以 及 此 后 的 任何 项 。 国 
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在 几 个 命题 之 后 , 雅 各 布 证 明了 在 描述 方式 上 带 有 17 世纪 风格 的 下 
述 结果 。 

定理 在 任意 有 限 项 等 比 数 列 4, B,C,…, D, EE 中， 第 1 项 与 第 2 项 
的 比 ， 等 于 除 最 后 一 项 外 所 有 项 的 和 与 除 第 1 项 外 所 有 项 的 和 的 比 . 

证 明 一 旦 我 们 掌握 了 不 熟悉 的 数学 语言 ， 这 是 就 很 容易 证 明 的 ， 
因为 
A rra EM Á* Ar t Ar) e Ar" 
Ar(l+r+r? + Ar) Ar + Ar) 4 Ar" + Ar” 


- AtB*C +D 
B+C+*+D+E 


接 下 来 雅 各 布 求 有 限 项 等 比 数列 的 和 。 令 S=A4+B+C+…+D+E 


为 待 求 的 和 ， 他 应 用 上 述 结果 得 到 人 = < 二 ， 求 解 得 


A! -BE 
~ A-B zi 
注意 式 (1) 用 到 了 有 限 等 比 数列 的 第 1 项 (4). 25 2 项 (B) 和 最 后 一 
项 (E)。 这 与 我 们 今天 看 到 的 标准 求 和 公式 
A( - 7") 
i-r 
不 同 ， 这 个 公式 利用 的 是 第 1 项 、 项 数 和 公 比 。 
以 这 些 预备 知识 做 铺垫 ， 现 在 我 们 可 以 看 看 雅 各 布 对 调和 级 数 进行 
的 分 析 。 此 项 分 析 在 《 论 无 穷 级 数 及 其 有 限 和 》 一 文中 紧 接 在 约翰 的 级 
数 发 散 证 明之 后 。"" 将 弟弟 的 成 果 包 含 在 他 的 论文 中 也 许 显得 异乎 寻常 
地 慷慨 ， 但 是 雅 各 布 发 起 了 挑战 ， 给 出 自己 的 另 一 个 证 明 。 用 他 的 话说 ， 


目标 是 证 明 无穷 调和 级 数 1+ 了 + 了 + 了 +… 的 和 超过 任意 给 定 的 数 。 因 


B Ar 


A* Ar t Ar! Ar! = 


此 ， 它 的 和 为 无 穷 大 "。[ 
定理 ”调和 级 数 发 散 ， 
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证 明 选择 任意 自然 数 N， 雅 各 布 首先 试图 从 调和 级 数 中 去 除 从 第 
1 项 开始 的 相继 着 干 项 ， 这 些 项 的 和 大 于 或 等 于 1。 他 再 从 剩 下 的 项 中 ， 
去 除 和 等 于 或 大 于 1 的 相继 若干 项 。 按 这 种 方式 进行 下 去 ， 直 到 和 次 把 
这 样 的 有 限 项 去 除 ， 使 整个 调和 级 数 之 和 减少 的 值 至 少 为 N， 由 于 NN 是 
任意 的 自然 数 ， 所 以 调和 级 数 之 和 为 无 穷 大 。 

倘若 我 们 总 是 能 去 除 和 为 1 或 更 大 的 有 限 项 ， 那 么 从 雅 各 布 的 文章 
中 几乎 一 字 不 差 地 抄录 下 来 的 这 个 论证 步骤 就 是 正确 的 。 为 完成 证 明 ， 
伯 努 利 必须 证 明 这 的 确 是 事实 ， 于是， 他 假定 情况 相反 ， 就 是 说 , “如 果 
在 去 除 一 些 项 后 ， 剩 余 项 之 和 不 可 能 超过 1， 那 么 ， 令 1/a 为 最 后 一 次 去 
除 有 限 项 以 后 的 第 1 项 *。 换 名 话说 ， 为 了 引出 矛盾 ， 他 假定 不 管 达 到 多 
PS e e e 的 和 都 小 于 1. 但 是 这 些 分 母 a, al, a2,7 


a a+l 
构成 一 个 等 差 数 列 ， 因 此 雅 各 布 引入 与 这 个 等 差 数列 前 两 项 相同 的 等 比 
数列 。 就 是 说 ， 他 考虑 等 比 数列 a, at+1,C,D,*…, 久 ， 其 中 他 要 求 我 们 一 


直 取 到 天 演 o2。 这 是 可 以 做 到 的 ， 因为 数列 的 公 比 为 = 4 > 1 ， 所 以 
其 项 可 以 随意 地 增 大 。 
如 前 所 见 ， 雅 各 布 知道 等 比 数列 的 每 一 项 都 大 于 对 应 的 等 差 数列 的 


相应 项 ， 因 此 ， 他 取 倒 数 ， 推 出 

l l l I 1 1 1 l 

一 + 一 一 二 一 一 十 .…> 一 + 一 一 + 一 十 一 二 十 一 

a a+) a+2 a a+) C D K 
其 中 不 等 式 左 边 具 有 的 ( 有限 ) 项 数 同 右边 的 项 数 相等 。 雅 各 布 使 用 式 
(1) 计算 这 个 等 比 数 列 的 和 ， 其 中 4=l/a ，B8=1l/at+1l) ， 而 


E-WKxla, f&8l 


l ] x| ] ] 
| ET 
| 
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这 与 他 最 初 的 假设 矛盾 。 通 过 这 种 方式 ， 雅 各 布 断定 ， 从 调和 级 数 的 任 
何 一 项 开始 ， 其 剩余 部 分 的 某 个 有 限 项 的 和 必然 超过 1 或 者 更 大 ， 
为 了 完成 证 明 ， 他 使 用 下 面 的 方式 重新 组 合 调和 级 数 : 
eer ier a) 
(xa mtn 
26 676 677 458329 
其 中 每 个 括号 中 的 表达 式 都 超过 1. 因此， 所 得 的 和 可 以 比 任何 预先 指 
定 的 数 大 ， 所 以 调和 级 数 发 散 ， s 
这 是 一 个 构思 巧妙 的 证 明 。 雅 各 布 很 清楚 它 的 重要 意义 ， 他 强调 ， 
“一 个 最 后 项 趋 近 零 的 无 穷 级 数 的 和 也 许 是 有 限 的 ， 也 许 是 无 限 的 ”"。" 
自然 ,不 会 有 现代 数学 家 谈论 无 穷 级 数 的 “最 后 项 ”, 但 是 雅 各 布 的 意图 
是 清楚 的 : 即使 无 穷 级 数 的 一 般 项 缩小 至 零 ， 也 不 足以 保证 级 数 收敛 。 
调和 级 数 就 是 一 个 极 好 的 例子 。 雅 各 布 " 伯 努 利 因此 证 明了 这 一 点 , 今 
天 大 家 依然 采用 这 个 证 明 。 


雅 各 布 和 他 的 埃 积 级 数 


调和 级 数 之 所 以 被 关注 是 因为 它 的 不 良 特性 ， 即 发 散 性 。 受 到 同样 
关注 的 是 具有 有 限 和 这 种 良好 特性 的 无 穷 级 数 。 雅 各 布 从 等 比 级 数 开 始 
并 巧妙 地 对 其 进行 改变 ， 计 算 了 一 些 非 同一 般 的 级 数 的 精确 值 。 下 面 我 
们 考察 其 中 几 个 级 数 。 
首先 ， 他 需要 求 无 穷 等 比 数列 的 和 。 如 式 (1) 所 示 ， 伯 努 利 使 用 公式 
A! -BE 
A- B 
求 出 有 限 等 比 数列 的 和 。 他 注意 到 一 个 必然 结果 ， 由 正 数 构成 的 公 比 小 
于 ] 的 无 穷 等 比 数列 的 一 般 项 必定 趋 近 零 。 因 此 ， 他 简单 地 今 他 的 “最 
后 ”项 E=0，, 得 到 


A+B+C+..+D+E= 
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2 


A+ B+C+.-+D+FE= s (2) 
AB 


等 差 数 列 和 等 比 数列 并 不 是 17. 世纪 的 数学 家 们 唯一 熟悉 的 数列 形 
式 。 他 们 也 熟悉 “ 翅 积 数 "， 这 是 同 某 些 几何 形体 《如 三 角形 、 校 锥 体 和 
立方 体 ) 相关 的 整数 的 家 族 。 例 如 我 们 有 三 角形 数 1, 3, 6, 10, 15, …， 这 
样 命名 是 因为 它们 来 源 于 图 3-1 所 示 的 不 断 扩展 的 三 角形 中 的 点 数 。 容 


易 看 出 ， 第 大 个 三 角形 数 是 1+2+.…+ 大 = “o, e 其 中 的 二 项 
趟 系数 是 在 雅 各 布 。 伯 努 利之 后 才 出 现 的 记号 。 


O OO 
O OO a Uo 
O O O OOO OOOO 
DO. OO 00O QUOD OQOQOQUg 
1 3 1c 15 
图 3-1 


HE, BIRERE 1, 4, 10, 20,35, …， 它 们 是 以 三 角形 为 底 的 棱锥 
染 中 弹丸 的 数目 。 可 以 证 明 ， ENTRETIEN "o 


HA, 正方 形 数 1,4, 9, 16, 25, … 和 立方 体 数 l; 8, 27, 64, 125, … 辣 样 有 其 
几何 意义 。 
E EUM 他 想 求 出 无 穷 级 数 


a b c 


qu ame HAm, Kup, rabo cd, o ERR, 


od 

Lad 3 

而 分 母 4 B, C,…, D, … 构 成 等 比 数列 。 例 如 ， 他 想 要 计算 > 或 
Ksl 


& Yo 这样 一 些 级 数 的 和 。 当时 ， 这 种 求 和 是 极 具 挑 战 性 的 问题 。 
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雅 各 布 解决 这 类 问题 的 办 法 是 先 解决 简单 问题 ， 再 解决 复杂 问题 ， 
在 数学 上 ， 这 始终 是 一 种 正确 的 策 赂 。 仿 照 他 的 论证 过 程 ， 我 们 从 以 自 
然 数 为 分 子 和 等 比 数列 为 分 母 的 无 穷 级 数 着 手 。D 


T. UE. 3 4 5 d? 
定理 N d l5 那么 一 — 一 一 一 一 一 一 一 一 一 — — "i 二。 
a dat b(d —-1y 
f 1 2 3 4 5 
hk eh uet pu 
uL Red A VADU MET OMIT. 然后 将 其 分 解 为 


一 系列 无 穷 等 比 数列 ， 再 利用 式 〔2 ) 对 每 个 数列 求 和 ; 
AE MEME ME (1/bY d 
一 十 一 -十 一 一 十 一 一 十 一 一 十 ,… 一 = 
b bd bd bd! bd l/b-l/bd  b(d-1) 
L do 0p (V/bdy 1 


一 一 十 一 一 十 一 一 二 一 一 -十 :下 二 一 一 一 一 一 一 二 一 一 一 
bd bd bd bd‘ l/bd-1/bd?  b(d-l) 
1 1 1 (L/8a^ 1 
A QUÉ  MHd-n 
bd! bd? bd l/bd!-l/bd! bd(d-l) 


] ] (usa Ý l 


er er rs 
bd bd l/bd'—-l/bd' bd'(d-1) 


对 上 述 等 式 按 列 相 加 ， 他 求 出 
E E 


d 1 I 1 
- E =- 一 一 一 
b(d-1) b(d-1) bd(d-1) bd'(d-l) 
^ii 1 d Fea 
= 一 一 | 一 十 一 十 一 二 一 一 十 | 二 一 | 一 一 一 一 
d-l|b bd bd? bæ d-1|1/b-1/bd 
RA.. 
b(d -1} 
因为 方 括号 中 的 无 穷 级 数 又 是 等 比 级 数 。 
4 5 P 


， 当 D=1 和 qq=7 付 ， 1+ 一 + 一 + 一 一 + 一 一 +… = 一 -一 
muc UU 7 49 343 2401 1x6 
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..49 
36^ 
下 一 步 ， 雅 各 布 将 分 子 换 成 三 角形 数 。 
3 6 10 15 d’ 
定理 T 如果 d >1， WA Tee a Pw Way 


证 明 ”窍门 是 将 了 分 解 成 一 系列 等 比 级 数 ， 并 且 利用 第 大 个 三 角形 


数 为 1+2+3+…+ 大 这 个 事实 : 
b: drea (1/ b) d 


LE d 54 1 E 
b bd bd! bd? bd l/b-l/bd b(d-1) 
2 2 


quod du ME... 2. 
bd bd bd' bd' 2/bd-2ibd! b(d-l) 
3 35 3 (3/5d^ Y 3 
rude guru idi ET METUIT - 
bd? bd' bd 3/bd'-3/bd? bd(d-1) 

4 4 (4/ ba^) 4 


一 -一 十 一 一 十 二 一 一 一 一 二 一 一 
bd? bd* Al bd? -Albd*  bd'(d-1) 


对 上 述 等 式 按 列 相 加 ， 得 到 
1+2 1+2+3 1+2+3+4 — 

b bd bd’ bd? 
d 2 3 4 


- 二 二 一 一 二 一 一 一 一 路 一 ge 中 
b(d-1) b(d-1) bd(d-l) bd'(d-1) 
换 和 外 话说 ， 由 定理 N 可 得 


d Il 2 3 4 
= 一 一 | 一 + 一 二 一 十 一 十 … 
zi bd bd? bd | 
CS. M. TUN. e sm 
d -1 d-l b(d-ly b(d -1y. p 
3.6. I0. . 15 32 
b=2 和 d=4 一 十 二 十 一 十 一 一 二 一 一 十 -… 二 一 。 
Wn. i " B. 有 z+ 8 32 128 512 27 


fi TOKTE S6 EIE T UEM UL, 
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4 10 20 35 a’ 


x d>] Pal, + 一 7 十 一 二 一 十 … 二 一 一 。 
EN mE me b bd bd^ bd! bd' b(d -1) 


证 明 ”这 个 证 明 很 简单 ， 因 为 


ID 75 | AY 
| 
b bd bd bd bd 


1 4 l0 20 35 l 
+ — T —T 一 本 Tor -j= T +P 
bd bd' bd bd bd d 
] d? d* 
1 -一 |P = 了 = 一 一 一 一 一 ， 从 P = 一 一 一 一 。 
由于 | ] b(d —1y 所 以 b(d -1) 
例如 ， 当 b=5 和 d=5 时 ,可 得 
CN 
"E. 10 20 35 ONE L125 


2, 5 +25 125 625 3125 256 


在 《 论 无 穷 级 数 及 其 有 限 和 》 一 文中 这 一 部 分 的 最 后 ， 雅 各 布 讨论 


了 以 立方 体 数 为 分 子 和 等 比 数列 为 分 母 的 无 穷 级 数 。 
定理 C 如果 d>1， 那 么 


1 8 27 64 125 d2(d2 +4d+1) 
Cz-—--— Tae — — sa. mW —— HÀ H— 
b bd bd bd td’ b(d - 1) 
证 明 


C=| 一 二 一 二 一 + 一 十 一 上 十 … | 十 | -一 十 一 一 十 一 二 十 一 一 十 … 
Br bd' bd’ Hé bd’ bd' bat 
e ER e Jenn 
b bd bd bd bd d 


6 24 60 120 | 


所 以 


T a d’ + ad” _d(d * d 41) 
bd- al bady b(d -1 ii 


当 雅 各 布 令 2 =5 和 2 =5 时 ， 他 得 到 精确 的 和 : 
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ek 1 8 27 64 125 216 


— 5 — — — 一 一 一 


405 2 4 8 16 3 4 
43 512 , 729 1000 


diia eic Msi Aiii AT NES, T 


“128 256 512 1024 

这 是 一 个 令 人 惊奇 而 又 非 直观 的 结果 。 
在 取得 这 些 成 果 之 后 ， 雅 各 布 " 伯 努 利 也 许 开始 感 到 无 往 而 不 胜 了 。 
iai nin EU ad 很 快 也 会 转变 态度 的 ， 因 为 由 平方 数 的 


倒数 构成 的 级 数 ， BY i 挡住 了 他 的 去 路 。 他 可 以 采用 我 们 现在 所 


知 的 比较 检验 法 证 明 这 个 级 数 收敛 于 某 个 小 于 2 的 数 ， 但 是 他 未 能 求 出 
这 个 数 。 雅 各 布 收 起 了 他 的 傲慢 ， 在 他 的 《 论 无 穷 级 数 及 其 有 限 和 》 中 
提出 了 这 样 的 恳求 :“ 如 果 谁 能 解决 并 告知 这 个 我 们 无 能 为 力 的 问题 , 我 
(TRES MER," UO 

正如 我 们 在 后 面 要 看 到 的 ， 对 于 伯 努 利 提出 的 难题 ， 整 整 一 代 人 不 得 
其 解 ， 直 到 最 后 由 历史 上 最 卓越 的 分 析 学 家 之 一 的 欧 拉 给 出 问题 的 答案 。 

雅 各 布 ， 伯 努 利 堪 称 一 位 无 穷 级 数 的 大 师 。 他 那 位 其 有 同样 天 赋 的 
弟弟 约翰 有 着 自己 感 兴趣 的 研究 领域 . 下 面 我 们 来 讨论 其 中 约翰 称 为 “ 指 
数 微 积分 ”的 问题 。 


约翰 和 Xx 
在 1697 年 的 一 篇 论文 中 , 约翰 * 伯 努 利 从 下 述 一 般 法 则 开始 他 的 讨 
论 :“ 一 个 对 数 函 数 无 论 多 么 复杂 , 它 的 微分 等 于 函数 表达 式 的 微分 除 以 
表达 式 .” øj, 4n) 5. 或 者 


d[In J(xx + yy jis Lamos p iss xdx + ydy 


xXx yy Xx yy 


在 最 后 的 这 个 表达 式 中 ， 我 们 保留 了 伯 努 利 的 原 有 记号 。 在 当时 的 
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数学 出 版 物 中 ， 高 次 睾 的 写法 与 现在 相同 ， 但 是 通常 把 平方 x 写成 xx 。 
此 外 ， 顺 便 说 一 下 ， 伯 努 利 还 用 及 表示 x 的 自然 对 数 。 


约翰 给 出 了 对 应 的 积分 公式 [Z-n 在 他 学 术 生 涯 的 早期 ， 对 于 
这 一 点 的 理解 极为 混乱 ， 他 相信 [E= poa le ix, 
xX 0 0 


种 对 指数 法 则 的 滥用 , 今天 许多 初学 微 积 分 的 学 生 也 有 这 样 的 错误 理解 。 
四 幸好 约翰 改正 了 他 的 错误 。 

凭借 这 些 预 备 知识 ， 约 输 作 出 承诺 ， 他 要 用 “由 我 首先 创立 的 ”法 
则 去 获取 丰硕 的 知识 成 果 ,“ 用 以 前 没有 被 发 现 的 或 者 不 是 广为人知 的 
知识 去 充实 这 座 新 的 微 积分 的 宝库 ”。M 也 许 他 最 感 兴趣 的 例子 莫 过 于 
图 3-2 所 示 的 曲线 y =x 。 


y=x* 


łþ--------{[0 
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约 寺 从 曲线 上 任意 一 点 开 求 出 次 切中 , 即 x 轴 上 切线 下 方 的 线段 LE、 
为 做 到 这 一 点 ， 他 首先 对 曲线 方程 两 端 取 对 数 : In(y)= In(x*) 7 xIn(x), 
然后 他 利用 自己 的 靶 则 求 微分 ， 
Posi ugrdesüribsd 
y X 


Qu, Z =R -Z= y+»), 他 由 此 求 出 次 切 距 的 长 度 


IJ CERES. CIPIT UM 

y(l+inx) 1+Inx 

伯 努 利 下 一 步 就 是 寻找 曲线 的 极 小 值 ， 他 将 其 称 为 “所 有 纵 举 标的 
节 小 值 。 当 切线 处 于 水 平方 向 或 者 等 价 于 次 切 距 为 无 穷 大 时 ， 得 到 曲线 
的 极 小 值 。 为 了 确定 当 1+Inx=0 时 x 的 值 ,约翰 描述 了 一 个 颇 为 复杂 的 
LER., Un 

他 的 推理 无 匈 可 击 ， 但 是 他 的 答案 的 形式 按照 当今 的 判别 标准 ， 看 起 
来 不 是 最 佳 的 。 由 于 指数 函数 的 引进 是 几 十 年 之 后 的 事情 ， 所 以 ， 约 翰 受 


到 制约 , 他 缺乏 一 种 用 于 简单 表达 结果 的 记号 。 现 在 我 们 可 以 求 出 x= Ye, 
] 


再 确定 之 的 最 小 值 、 也 就 是 图 3-2 中 线段 CM 的 长 度 ， ert ur 
这 个 值 近似 为 0.6922。 不 言 而 喻 ， 这 个 答案 决 不 是 显而易见 的 。 
至 此 , 约翰 只 不 过 作 好 了 继续 前 进 的 准备 。 他 在 1697 年 的 另 一 篇 论 
文中 ,解决 了 一 个 更 为 环 手 的 问题 求 他 的 曲线 y= 之 下 从 x=0 到 
x=1 的 区 域 的 面积 。 就 是 说 ,他 想 求 | x*dx 的 值 。 相 当 令 人 吃惊 ,他 求 
出 了 他 一 直 试图 寻找 的 答案 。 呈 
这 个 论证 需要 两 个 前 提 条 件 。 他 将 第 一 个 条 件 表述 如 下 : 


z’ z z^ 
=InN ,那么 N=1+z+ 一 + 一 + 一 一 一 十 … 
如 用 那么 T 2x3 2x3x4 


从 这 里 ,我 们 看 出 N 的 表达 式 是 指数 级 数 。 如 果 入 =x” ， 那 么 
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z=InN -xlnx ， 而 约翰 推导 出 
x (In x)? i x (In x? X n3) - (3) 
2 2x3 2x3x4 
约翰 的 目标 是 通过 对 每 一 项 积分 求 和 来 求 这 个 和 的 积分 。 为 此 ， 他 需 
要 求 积分 [x (nx) dx 的 公式 。 他 采用 递归 的 方法 产生 如 下 所 示 的 积分 表 。 


x =1+xlnx+ 


f4x = X. 
flxduo p sula — ex, 


x^ x^ du o 3 x^ le^ 一 二 2 Ix Tae 
fx! le dg =} xtlx’ deir Mele M e 
fx "idem ete Aie! e GA x* n 


EM e. 
Pr &c. 


约翰 。 伯 努 利 的 积分 表 (1697) 


I ES EEE yA 

fx x" (In x) d j^ (x) -= -—— ule (In x)" ! dx (4) 
对 于 m=n=1, 式 (4) ea 

fxinx dx= d inx-- [xix -- =x ?nx 


( MED GM NE-U. 我 们 忽 路 了 积分 公式 后 面 的 任意 党 
数 项 “+C"。) 对 于 m=n=2， 得 到 


[an x) dz = pe ES ; fe (nx)dx 
770x- TTE b 四 


-jx "(In x) zu rece 
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其 中 我 们 已 经 应 用 了 取 m=2 和 n=l 时 的 公式 (4). 
通过 这 种 方式 , 我 们 重新 得 到 了 伯 努 利 的 积分 表 。 同 式 (3) 的 指数 


级 数 一 样 ， 这 也 是 求解 他 的 奇特 问题 的 关键 。 


定理 wr=1- 二 + 各 + pO 


证 明 由 式 (3)， 


f, x'dx = piama E 


£y l .| 
2x3 2x3x4 


ded xinx dee- f, x (In x)! x 


"us 3 Xn xy dx 


] 
dx 十 
a n " ‘na 


其 中 伯 努 利 毫 不 犹 穆 地 用 积分 的 级 数 蔡 换 了 级 数 的 积分 。 他 利用 他 的 积 
分 表 中 的 公式 继续 推导 ; 


f. x'dxz x, G Xnr- 2 
0 


l 
pone Že eez) 
Z9 27 


EE x (Inxy - x andy "E Li 
ics (ie (In x)* Eu 
2x3x4 
1 
rA ie 2 nrt) + 
125 625 3125 


在 这 里 ， 他 注意 到 代入 x=1,“ 所 有 含 自然 对 数 A dx E ORCI UN 
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项 都 化 为 零 ， 因 为 1 的 对 数 等 于 零 ”。 [1 这 是 很 精彩 的 , 但 是 现代 读者 可 

能 感到 困惑 ， 因 为 他 没有 提 及 代入 x=0 会 产生 像 0"(In0)" 这样 的 不 定式 。 

今天 , 我们 可 以 应 用 洛 必 达 法 则 (最 恰当 的 选择 ! ) 证 明 lim x"(Inx) =0. 
在 任何 情况 下 ， 在 如 此 多 的 项 消失 以 后 ， 伯 努 利 保留 下 


X 5) 1 E 
| 
0 4 2127] 2x34256) 2x3x4V3125 

1 l l l 


一 一 十 一 一 一 一 十 一 一 一 + 
4 27 256 3125 
Loi tl 


Ftp 4. z 

这 个 级 数 给 出 曲线 y=x 下 单位 间隔 内 的 面积 ， 这 是 十 分 引 人 注 目 
的 。 除 了 级 数 极 好 的 对 称 性 和 直观 性 以 外 ， 约 翰 还 发 现 了 它 具 备 另外 一 
种 特性 。 他 写 道 :“ 这 个 奇妙 的 级 数 收 敛 得 非常 快 ， 第 10 项 的 值 只 占 总 
和 的 10 亿 分 之 -。” PERE, 仅 需 要 计算 很 少 的 几 项 就 得 到 
| edxe = 0.783 430 510 7 ， 这 是 精确 到 第 10 位 小 数 的 数值 。 


从 本 章 的 例子 明显 看 出 ， 雅 各 布 。 伯 努 利和 约翰 伯 努 利 确实 是 戈 
特 弗 里 德 。 威廉 。 莱 布 尼 茨 的 得 意 门生 。 用 现在 的 话 来 说 ， 莱 布 尼 茨 的 
微 积分 在 他 们 的 手中 变 成 “用 户 友 好 的 ”。 这 兄弟 二 人 使 在 他 们 之 前 原 
本 很 深奥 的 微 积分 成 为 非常 容易 理解 的 学 科 。 

此 外 ， 约 得 还 留 下 了 另外 一 份 “遗产 ”。 在 18 世纪 20 年 代 ， 他 培 
养 了 一 名 前 途 无 量 的 年 轻 的 瑞士 学 生 。 这 位 学 生 的 名 字 是 莱 郧 哈 德 " 欧 
拉 ， 我 们 将 在 下 一 章 介绍 他 的 成 就 。 
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莱 昂 哈 德 " 欧 拉 (1707—1783) 


无 论 按 何 种 标准 衡量 历史 上 最 杰出 的 数学 家 ， 莱 郧 哈 德 “ 欧 拉 都 是 
其 中 的 佼佼 者 。 在 永 不 枯 竭 的 广泛 兴趣 的 推动 下 ， 他 使 数学 发 生 了 彻底 
的 变革 ， 他 一 方面 扩展 了 像 数 论 、 代 数学 和 几何 学 这 样 一 些 早已 确立 的 
分 支 学 科 的 研究 范围 ， 同 时 又 创建 了 像 留 论 、 变 分 学 和 分 拆 论 这 样 一些 
分 支 学 科 。 数 学 界 在 1911 年 开始 出 版 他 的 著作 集 《 欧 拉 全 集 》， 这 本 身 
就 是 一 个 巨大 的 挑战 。 到 目前 为 止 , 已 经 出 版 了 70 余 卷 , 达 25000 多 页 ， 
还 尚未 完成 此 项 任务 。 这 个 耗费 了 将 近 一 个 世纪 时 间 的 庞大 的 出 版 项 目 
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充分 证 明 了 欧 拉 与 生 俱 来 的 过 人 数学 天 赋 。 

这 种 天 赋 在 分 析 学 中 表现 尤为 突出 。 在 已 经 出 版 的 欧 拉 著作 集中 ， 
BUR EI] 18 卷 近 9000 页 是 论述 这 门 学 科 的 。 这 些 著 作 中 包含 了 函数 
(1748)、 微 分 学 (1755) 和 积分 学 (1768) 的 里 程 碑 式 的 教材 ， 以 及 数 
十 篇 题材 从 微分 方程 到 无 穷 级 数 以 至 椭圆 积分 的 论文 。 因 此 ， 欧 拉 被 描 
ER DWFR” o 

要 在 这 短 短 一 章 的 篇 幅 中 公允 地 介绍 这 些 贡献 是 不 可 能 的 。 我 们 仅 
选择 5 个 主题 ， 以 期 能 宕 探 欧 拉 的 成 就 。 首 先 从 初等 徽 积 分 的 一 个 例子 
开始 ， 介 绍 他 大 胆 的 一 一 或 许 有 人 会 说 是 不 顾 一 切 的 方法 ， 来 说 明 他 如 
此 鲜明 的 工作 特色 。 


欧 拉 的 一 个 微分 


欧 拉 在 1755 年 写 的 《微分 学 原理 》 这 本 教科 书 中 , 给 出 了 微分 学 的 
一 些 常见 的 公式 。” 这 些 公式 建立 在 “无 限 小 量 ”概念 的 基础 上 ， 他 对 
这 一 概念 的 特征 描述 如 下 。 


毫 无 疑问 ， 任 何 量 都 可 以 减 小 直到 完全 消失 ， 以 至 最 后 不 复 存 
在 .但 是 一 个 无 穷 小 量 是 一 种 不 断 减 小 的 量 ， 因 此 ， 它 在 事实 
上 等 于 0 …… 同 其 他 首 通 的 思想 一 样 ， 在 这 种 思想 中 其 实 并 没 
有 隐 含 什么 高 深 莫 测 的 奥秘 ， 使 得 无 穷 小 的 演算 变 得 如 此 疑难 
*$*. 


对 欧 拉 来 说 ， 微 分 x 就 是 零 : 既 不 多 ， 也 不 少 一 一 一 句 话 ， 什 么 也 
没有 。 因 此 ,表达 式 x 和 x+dx 是 相等 的 ， 并 且 在 必要 时 可 以 五 换 。 他 注 
意 到 “ 同 有 限量 相 比 ， 无 穷 小 量 消失 为 零 ， 因 此 可 以 忽略 不 计 "。" 此 
外 ， 像 (dx)” 和 (dx)” 这样 的 无 穷 小 量 的 乘 方 比 dx 还 要 小 ， 所 以 同样 可 以 
MEEF. 
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欧 拉 通常 需要 寻求 的 是 微分 之 比 ， 并 且 确 定 这 个 比值 ， 这 相当 于 对 
0/0 赋予 一 个 值 ， 这 是 微 积 分 的 使 命 。 正 如 他 所 说 , “微分 学 的 强大 之 处 
在 于 它 同 研究 任何 两 个 无 穷 小 量 的 比值 相关 "”。 口 

我 们 以 他 对 函数 y= sinx 的 处 理 作 为 一 个 例证 。 欧 拉 从 牛顿 级 数 开 


始 (其 中 我 们 使 用 现在 的 “阶乘 ”符号 ): 
zZ 
TET rn 
^ = = (1) 


用 微分 er 代 换 z， 他 推出 


sindx = dx - (dx) GU —. (d), 


3 5 7 
4 6 

cosd -1- C CL _ L... 
21: 4! 6! 


由 于 微分 的 高 次 方 相对 于 dx 或 者 常数 是 可 以 忽略 的 ， 这 两 个 级 数 化 简 


成 
sindx =dx ,cosdx =1 (2) 


在 等 式 y=sinx 中 ， 欧 拉 用 x+dx 代替 x， 用 ?+dy 代 替 y. (这 对 他 
来 说 没有 任何 改变 ), 然后 利用 恒等式 sin(g+B)=sinacosB+cosasin 
和 式 (2)， 得 到 

y * dy = sin(x + dx) = sin xcos(dx) + cos xsin(dx) = sin x + (cos x)dx 
从 两 端 减 去 了 = sinx , 他 得 到 dy — sin x * (cosx)dx— y = (cosx)dx 。 欧 拉 把 
这 个 结果 变 成 一 句 口诀 : "任意 弧度 的 正弦 的 微分 等 于 弧度 的 微分 与 弧度 
余弦 的 乘积 。”… 由 此 推出 , 这 两 个 微分 的 比值 自然 就 是 我 们 所 谓 的 导数 


DEDE cosx 。 非 常 简单 
dx 
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欧 拉 的 一 个 积分 


欧 拉 是 历史 上 最 重要 的 求 积 专家 之 一 ， 被 积 国 数 越 是 奇特 ， 他 做 得 
越 是 得 心 应 手 。 在 他 的 著作 中 ， 特 别 在 《 欧 拉 全 集 》 第 17 卷 、 第 18 卷 
和 第 19 着 中 ， 随 处 可 见 下 面 一 类 非 同 寻常 的 例子 :" 


[n2 _ 

l+x 252 

“Sinx yT 

EE: 2 

smtp x) cos(g 3) qc L arctan 2p 
0 In x 2 l- p° +q 


最 后 这 个 公式 是 超越 函数 一 种 多 重组 合 的 积分 。 
作为 一 个 独特 的 典型 ,我 们 考 守 欧 拉 对 a 的 求 积 过 程 。 四 


首先 ， 他 采用 了 一 个 备 受 推崇 的 策略 : 只 要 可 能 就 引入 一 个 无 穷 级 数 。 
从 式 (1)， 他 得 到 
ep M Ao (n3, 


sin(Inx) _ 3. 3. 25 ^ — 
Inx Inx 
2 4 L] 
-., n3 (nx) (Inxy, 
3! 5! 7! 


用 积分 的 无 穷 级 数 代替 无 穷 级 数 的 积分 ， 得 到 


1 sin{(ln 1 l çi 2 ] ei 4 
es dro [ des. [Lance Ks 


] e! 
ET | (In x) dx. (3) 


形 如 | 0n)" dx 的 积分 不 禁 使 人 联想 到 前 一 章 的 约翰 。 伯 努 利 积分 公 
式 ， 而 欧 拉 立 即 看 出 它们 的 递归 形式 : 
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f, (n x^ dx - [xn x -2xlnx+2x]| =2=2! 
f, (In) dx = [x(n x)" - 2x(In x)! +12x(In x}? 
-2xInxe24x] =24=4! 
f, (nx dx - 720 - 6! 
依 此 类 推 。 正 如 前 一 章 所 见 ， lim x(in x)" =0 ， 这 说 明 在 这 样 一 些 不 定 
积分 中 用 0 代 换 x， 相 应 的 项 变 成 零 。 


当 欧 拉 将 这 个 形式 的 结果 用 于 式 (3) 时 ， 他 求 出 
f. DED a -1- 2+ D4]- 7:20] 


0 lnx 
zpiQi il... 
5.7.9 
这 自然 是 第 2 章 中 的 莱 布 尼 茨 级 数 ， 所 以 欧 拉 得 到 
[ 5e» 2A 
9 lnx 4 


Max MESERTEUR HI. KARAWE, KARKAR 
5L--FE, EXEHOCASAIURIS CCREJ) 高 手 。 事 实 上 ， 人 们 有 理由 说 ， 
在 他 的 前 辈 数学 家 们 的 工作 基础 上 ， 一 种 相当 高 的 处 理 无 穷 级 数 的 水 平 
造就 了 这 样 一 位 早期 的 分 析 学 家 。 

上 述 积分 中 出 现 的 + 把 我 们 直接 引 向 下 -一 个 主题 ， 求 这 个 著名 的 超 
越 数 的 近似 值 的 欧 拉 方 法 。 


Tt 的 欧 拉 信 和 值 


按照 定义 , zt 是 圆 的 周 长 与 直径 的 比值 。 自 古 以 来 ， 人 们 就 认识 到 这 
个 比值 对 任何 圆 而 言 皆 为 常数 ， 但 是 确定 这 个 常数 的 数值 则 让 数学 家 们 
(EEk T JLA HEH. 

众所周知 ， 阿 基 米 德 估计 r 值 的 方法 是 画 出 圆 的 内 接 (和 外 切 ) 正 多 
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边 形 ， 然 后 用 这 两 个 多 边 形 的 周 长 估 计 圆 的 周 长 。 他 从 内 接 和 外 切 正六 
边 形 开始 计算 , 然后 和 将 边 数 加 倍 到 12 边 .24 边 、48 边 , 最 后 直至 96 边 。 
他 证 明了 “任意 加 的 周 长 与 直径 的 比值 小 于 3 而 大 于 3 二 "。 这 表明 


精确 到 两 位 小 数 的 值 就 是 rz= 3.14 。 

后 来 的 数学 家 们 利用 了 阿 基 米 德 的 思想 ， 他 们 的 数 系 比 古 希腊 人 所 
用 的 数 系 在 计算 上 更 为 简单 。 弗 兰 西 斯 ， 韦 达 〈1540 一 1603) 于 1579 年 
用 6x2” =393216 边 的 正 多 边 形 求 出 工 精确 到 9 位 小 数 的 值 。 这 种 几何 
近似 的 方法 在 鲁 道夫 ， 范 ， 休 伦 (1540—1610) 手 里 到 达 了 顶峰 (或 者 
说 触 到 了 天 底 ) 。 他 用 2” 边 的 正 多边 形 计算 精确 到 35 位 小 数 的 值 ， 
显示 为 一 串 非 常 元 长 的 数字 。 据 说 这 个 计算 耗费 了 他 几乎 一 生 时 光 。" 

不 幸 的 是 ， 这 个 计算 过 程 中 的 每 一 次 新 的 近似 都 需要 求 一 个 新 的 平 
方 根 。 阿 基 米 德 的 内 接 %6 边 形 的 7 的 估计 值 为 


482-4242 2 5 


ARARA ONR, ATRAER ESA., TAREE 
方 根 以 后 ， 我 们 才 得 到 仅 有 两 位 小 数 的 精度 。 更 精 糕 的 是 书 达 所 求 的 17 
重 平方 根 只 得 到 9 位 小 数 的 精度 ， 而 令 人 望 而 生 缚 的 是 鲁 道夫 的 近似 什 
需要 手工 计算 五 打 的 伐 套 平方 根 ,而 且 每 次 计算 都 需要 取 35 位 小 数 。 欧 
拉 将 这 种 工作 比喻 为 大 力 神 海 格力 斯 式 的 笨重 劳动 。 

所 幸 还 有 其 他 计算 方法 。 我 们 在 第 2 章 已 经 提 到 过 危 姆 斯。 格雷 
里 发 现 的 反正 切 函数 的 无 穷 级 数 ， 


x 
en (4) 


对 于 x=1, 这 个 级 数 变 成 莱 布 尼 区 级 数 开 =arctan(1) =1- 了 + 了 -+ 一 …， 


正如 我 们 所 见 , 它 对 于 计算 z 的 近似 值 毫 无 价值 , 因为 收敛 速度 极为 缓慢 。 
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然而 ,如果 我 们 代入 一 个 接近 于 零 的 x 值 ,其 收敛 速度 就 会 比较 快 。 
例如 ， 在 式 (4) bru. 得 到 
3 
] 1 l l 


—— M 4... 


LEE XB m oem o c—— Qo —— X a— 
6 aoan g) B GD Oxs ONDT 


所 以 
6 1 1 


rd 
JBL 3x3 9x5 27x7 
这 是 对 莱 布 尼 蒋 级 数 的 改进 ， 因 为 各 项 的 分 母 增 长 非常 快 。 另 一 方面 ， 


万 ~0577 并 不 是 那么 小 ， 而 且 这 个 级 数 包含 平方 根 ， 这 本 身 就 需要 取 


近似 值 。 

对 于 一 位 18 世纪 的 数学 家 来 说 , 理想 的 计算 公式 就 是 使 用 格雷 戈 里 
无 穷 级 数 ， 取 充分 接近 于 零 的 x 值 ， 同 时 避免 求 平方 根 。 这 在 欧 拉 1779 
年 的 一 篇 论文 中 有 明确 的 描述 。!"” 他 的 关键 发 现 是 

x = 20arctan(1/ 7)+ 8arctan(3/79) (5) 
初 看 起 来 像 是 一 个 印刷 错误 。 尽 管 似乎 是 不 可 能 的 ， 但 是 ， 这 是 一 个 等 
式 而 不 是 估 值 。 下 面 是 欧 拉 对 它 的 证 明 。 


BAER a-p) na E 人 入手 ， 将 其 改写 成 w- f - 


 tang-tanf -Žž -Z 
eo 欧 拉 令 ina = 三，an 有 = 三， 得 到 


或 化 简 为 


MEZ] 
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然后 他 代 人 一 系列 巧妙 选择 的 有 理 数 。 首 先 ， 欧 拉 在 式 〈6) 中 置 
x-y-z-lf$lwz2, 得 到 于 = arcun()= amctan 了 +arctan [3] ， 因 此 


n= 4arctan| 2 )+ arctan Z) (7) 
2 3 


他 本 来 可 以 就 此 止步 , 利用 式 (7) RICE LER GIE DURO EE n 
的 近似 值 ， 但 是 输入 值 12 和 1/3 太 大 了 ， 不 能 得 到 他 想 要 的 收敛 速度 。 
于 是 ， 欧 来 返回 到 式 (6)， 在 其 中 取 x=1, y=2, z=1, 并 出 于 某 种 原因 


取 w=7 。 这 样 导 出 


arctan(1/2) = arctan(1/7) * arctan(5/15) = arctan(1/ 7) * arctan(1/3) 


代入 式 (7)， 得 到 新 表达 式 
z = 4[arctan(1 / 7) ^ arctan(1 / 3)] - 4arctan(1/ 3) 
= Aarctan(1 / 7) + Barctan(1/ 3) 
接 下 来 , 欧 拉 选择 x=1, y=3, z=1 和 mw=7, 从 式 (6) 推 断 arctan(173) = 
arctan(1/7)+arctan(2/11) 。 将 其 代入 式 (8) 得 到 


(8) 


n — 12arctan(1/ 7) 41 8arctan(2/11) (9) 
在 最 后 一 次 利用 式 (6) 中 ， 欧 拉 令 x=2, y=11, z=1 和 w=7， 所 以 得 
到 arctan(2/11) = arctan(1/7)+ arctan(3/79) 。 将 其 代 人 式 (9) 得 到 式 (5) 
中 表述 的 特别 结果 ; 

z = 12arctan(l / 7) *- 8[arctan(1 / 7) 4 arctan(3 / 79)] 
= 20arctan(1 / 7) - 8arctan(3 / 79) 

这 个 n 的 表达 式 对 于 用 式 (4) 的 反正 切 级 数 是 极为 适合 的 ， 因 为 它 不 
包含 平方 根 , 同时 使 用 相对 较 小 的 数字 1/7 和 3/79 是 以 获得 快速 的 收敛 。 
仅 计 算 每 个 级 数 的 前 6 项 ， 我 们 得 到 
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t= 2oarcan(3 )+sarcan( Z ) 


79 
: . 7 9 u 
4391 1-0/7 UD Q/7Y Q/7) Q/7) 
B. o 5 7 9 n 
3 5 7 
48 3..0/79) , G/79y (3/79) 
79 3 5 7 


„6179F _ 8179" 
9 T 


z: 3.141 592 653 57 
这 里 ，12 位 小 数 使 并 的 精度 高 达 千 亿 分 之 二 ， 比 韦 达 通 过 求 17 EREE 
方 根 所 得 结果 的 精度 高 得 多 。 事实 上 , 欧 拉 宣称 曾经 使 用 这 样 的 方法 求 出 
734 20 位 小 数 的 近似 值 ，“ 而 全 部 计算 花费 的 时 间 仅 约 为 1 小 时 ”。 呈 
回忆 一 下 可 怜 的 鲁 道夫 毕生 致力 于 他 的 乱 作 一 团 的 平方 根 的 计算 ， 
令 人 不 禁 想 把 欧 拉 的 绰号 改 为 “效率 的 化 身 ”。 


引 人 注 目的 求 和 


在 这 一 节 ， 我 们 将 会 见 到 欧 拉 是 如 何 遂 过 分 析 一 种 简单 的 求 和 形式 
找到 下 列 级 数 的 准确 值 的 : 


= (D) ETT 

2 了 -=1-3+5- 了 +… ( 羔 布 尼 区 级 数 ) 
Rl L.I-4 

Bp m ( 雅 各 布 伯 努 利 难 题 ) 


一 (-1) 1 1 1] 
LORS n'm 36^ 
以 及 其 他 许 许 多 多 的 级 数 。 通 过 将 这 些 求 和 统一 在 一 种 原理 之 下 ， 欧 拉 
不 愧 为 历史 上 最 车 越 的 级 数 处 理 大 师 。 
故事 从 他 在 1748 年 所 写 的 《无 穷 小 分 析 引 论 》 这 本 教科 书 中 的 下 述 
结果 开始 。 
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引 理 AUKP(x)-l4x-Bx!-Cx += (l+ axl xx) 
那么 ， 无 论 这 些 因 式 的 “数目 是 有 限 数 还 是 无 跟 数 "， 都 有 
2a, = 
2 a; =£ -2B 
2 a; - 4 -34B*3C 
$ o% = A' - A B* 44C 2B -4D 


gam, 

R 殉 拉 指出 这 些 公式 “在 直观 上 是 显而易见 的 "， 但 是 承诺 要 
用 微分 方法 给 出 严格 的 证 明 。 这 个 证 明 出 现在 他 于 1750 年 所 写 的 一 篇 关 
于 方程 论 的 论文 中 。 

在 证 明 这 个 引 理 之 前 ， 我 们 必须 首先 明白 它 的 含义 。 置 
0= P(zJ=(I+wx+oxl+oo…， 我 们 解 出 x=-1/a， x=-l/@,， 
X= 一 1/@,…。 这 样 , 引 理 在 忆 的 表达 式 的 系数 A, B,C,… 和 方程 P(x)}=0 
的 解 的 负 倒数 之 间 建 立 起 联系 。 从 这 个 角度 看 ， 其 结果 是 一 种 代数 关系 ， 

然而 杰出 的 分 析 学 家 欧 拉 却 看 到 了 它 不 同 的 一 面 。 他 从 取 对 数 

In[P(x)] = Infl + Ax Bx? + C? +] 

= In[(15- 2x1 axl - 2,x)---] 

= In(1 + ax) * In(1* à, x) * In(1- 25x) *--- 
开始 . 然后 ， 补 充 他 关于 使 用 微 积分 给 出 证 明 的 承诺 ， 欧 拉 对 等 式 两 端 
微分 ， 得 到 

A+2Bx+3Cx +4Dx + _ % , % a, 
1+ Ax Bx! +Cx + € l-*a,x lta 

对 欧 拉 来 说 ， 显然 等 式 右 端 的 每 个 分 式 二 一 一 二 是 首 项 为 at, 和 公 比 为 


-a,x 的 一 个 无 穷 等 比 级 数 的 和 。 就 是 说 ， 


+… (10) 
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Cx 


l*ax 


=0 -Oxtüax -OX ve 
a -Q,-0;x*0,X —Q;x + 
l*ax 
c, 
ItO 
等 等 。 对 这 个 序列 按 列 相 加 并 对 ox 这 样 的 乘 方 的 项 求 和 ， 他 将 式 (10) 
改写 为 


=0 -0 X+OGX -0X + 


l4 Ax t Bx! tOta 


-Ya, -Det mr -(Xat)? + 
对 这 个 等 式 交叉 相 乘 并 展开 ， 得 到 
A*2Bx 4 3C +4Dx 十 … 
=|1+4r+Be2+Ce+…| 
x[Xa, -(Xot (Xa)? -(Xat)? +] 
-Ya *[4Xa -Do |x*| Ba - 422; * 320i | 
*[CYa, -BY +A} - 3,2; je + 
欧 拉 在 这 里 令 x 这 样 的 乘 方 项 的 系数 相等 ， 由 此 递归 地 确定 Nar: 
(a) Ya, =4 
b) [4] a, -5 a |-28, fV 
Za =| 4$ a -2B]= 4^ -28 
(c) BY a, - AY o; +Y =3C， 所 以 
$a; 7 A» a, - B0, *3C 
= A| 4! -2B |- AB «3C = 4 -34B «3C 
(d C90,-B» a;i +49 œ -9 œ =4D， 所 以 
Ya; =A - A4 B« AAC4 2B) -4D 
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这 个 过 程 可 以 随意 地 持续 下 去 。 通 过 综合 使 用 对 数 、 导 数 和 等 比 级 
数 ， 欧 拉 证 明了 他 的 “直观 上 显而易见 的 ”公式 ! 

为 证 明 它 们 的 相关 性 ， 他 考察 了 一 般 表 达 式 PC) cos Zx ]+ 
[mm 到 ja 人 (到 x ,尽管 我 们 在 这 里 仅 注意 m=1 和 -2 这 种 情况 ,19 就 
是 说 ,我 们 考察 

P(x)= cos (B+ (ton join sx] = eos Ex]+sin( Zx] 

为 了 应 用 引 理 ,我 们 必须 将 写成 一 个 无 穷 级 数 ,并 且 是 (1+Qx) 这 
种 形式 的 因 式 的 无 穷 乘积 ， 其 中 -1/w 是 P(x) = 0 的 根 。 前 者 很 容易 实 
现 ， 因 为 我 们 只 需 将 式 O) 中 的 正弦 级 数 和 余弦 级 数据 合 在 一起 并 束 
理 即 得 


3 4 5 
P()e ler T + 


— 9 


LS x- TX iiem, —— 
4.2! 4 .3! 4 .4! 4 .5! 
由 此 ， 我 们 从 引 理 确定 这 个 无 穷 级 数 的 系数 为 
4=T14, 刀 =-T /32, C=—n /384, D = n° /6144, - 
另 一 方面 ， 四 0= PO)=o0s 和 x ]+sin (3 *]， 导出 al -l, 


其 根 为 x= 一 1， 3, =% 7, E^ ST 这 些 根 的 负重 数 就 是 引 理 中 的 , 
所 以 
à, 1, % 2 -1/3, à, 1/5, à, 2 -1/7, & -1/9, -- 
欧 拉 终于 可 以 获得 结果 了 。 按 照 引 理 ，》 a =4 ， 所 以 可 得 


Itt 由 此 ， 我 们 又 回 到 了 莱 布 尼 芯 级 数 。 请 注意 ， 
同 第 2 章 中 莱 布 尼 芯 复杂 的 几何 推导 相 比 ， 欧 拉 的 推导 是 显然 不 用 三 角 


形 、 曲 线 或 者 图 形 的 纯粹 分 析 过 程 。 
引 理 中 的 第 二 个 关系 式 是 .ax = 4 -2B ， 它 为 我 们 的 特定 函数 P 


第 4 章 k 拉 |71 


提供 奇数 平方 的 倒数 之 和 : 
NE DNO WE (5 | zs 
Debe] a 
9 25 49 8] 4 32 8 
据 此 ， 欧 拉 很 容易 回答 伯 努 利 的 关于 所 有 平方 的 倒数 之 和 的 问题 ， 


因为 


Liot E. bd 
一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 一 十 
4 9 16 25 36 49 


E | | | 11,3 | 
=| 1 二 + 一 十 一 十 一 二 一 | 二 一 | [二 一 十 一 十 一 十 一 十 ，… 
CEA GE 
i A SON OS ES | b b. IL. *l 
Dt——-—4—4—4—4ee[s[|[lt—t-—4—4—-4e 
WE MCCC NEUEM 


L.X 1.1 4 mr x 
zz BbeLele lal... SE LT murum, 
人 4 9 16 25 36 49 i & 6 由 


伯 努 利 难题 的 解 只 不 过 是 欧 拉 的 众多 卓越 成 就 之 一 而 已 。 
引 理 中 的 下 一 个 等 式 > .ax = 4! -34B+3C 产生 了 交错 级 数 的 求 和 


AX: 


] 十 


— — 一 -一 一 一 一 — AQ ou $8 


27 125 343 729 


JALE) 
4 4 32 384) 32 
WE 例如 


Dl rec) 5 
-— m =J 全 )y = z , 等 等 。 这 个 惊人 的 成 就 不 禁 让 人 想起 


Ivor Grattan-Guinness 的 评论 :“ 欧 拉 是 求 和 崇拜 中 的 大 付 司 ， 因 为 他 在 
发 明 非 正统 的 求 和 方法 方面 比 其 他 任何 人 都 聪明 。”!7 当然 ， 这 位 大 钴 
司 还 不 能 解决 他 的 证 明 带 来 的 难以 捉摸 的 收敛 问题 。 这 样 的 问题 不 得 不 
留 到 下 一 个 世纪 去 解决 。 

另外 一 个 突出 的 事实 跃然 纸 上 。 虽 然 欧 拉 求 出 Tiama 
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等 表达 式 的 值 ， 但 是 他 没有 给 出 像 > 或 者 带 奇 次 指数 的 其 他 级 数 的 


显 式 求 和 公式 。 关 于 这 些 级 数 的 和 ， 欧 拉 写 道 :“ 既 不 能 用 对 数 表示 ， 又 
不 能 用 圆周 率 z 表 示 ， 也 不 能 通过 其 他 任何 有 限 形式 赋予 一 个 值 。 Un ay 
这 个 恼人 的 问题 难 住 以 后 ， 欧 拉 显 然 很 受挫 ， 一 度 承认 进一步 的 研究 对 
他 来 说 是 “没有 意义 的 "。"” 直到 今天 仍然 不 清楚 ， 这 些 奇 次 寡 的 级 数 
的 性 质 ， 这 在 某 种 程度 上 说 明 他 在 分 析 上 的 直觉 能 力 。 有 人 狂想， 既然 
欧 拉 没有 找到 简单 的 解 ， 它 就 是 不 存在 的 。 

我 们 以 欧 拉 对 分 析 学 的 另 一 项 重要 贡献 来 结束 本 章 : 将 阶乘 扩充 到 
非 整数 值 的 欧 拉 思想 。 


4033 c A 


对 一 个 包含 自然 数 的 公式 进行 插值 是 一 个 很 有 趣 的 数学 练习 。 也 就 
是 说 ， 我 们 寻找 -个 定义 在 更 大 范围 内 的 表达 式 ， 当 输入 为 正 整数 时 结 
果 同 原 有 公式 一 致 

为 清楚 起 见 , 我 们 考虑 Philip Davis 在 一 篇 关于 伽 玛 函 数 起 源 的 文章 
中 讨论 的 下 述 例子 。 四 对 于 任意 正 整 数 n, 我 们 令 S(n) 21942434 9n 
为 前 4 个 自然 数 的 和 。 显然 ，5(4)=1+2+3+4=10。 然 而 , 谈论 前 四 又 
四 分 之 一 (4.25) 个 自然 数 的 和 是 没有 意义 的 。 

为 越过 这 个 障碍 ,我 们 引入 由 7(x) = 一 对 所 有 实数 x 定义 的 了 
数 7 这 个 7 是 8 的 插值 , 因为 当 n 取 自然 数 时 ， 有 S(n)=1+2+3+.…+ 
n= CiD = 了 7(m) 。 然 而 ， 现 在 我 们 就 能 够 计算 7(4.25) =11.156 25 。 通 


过 这 种 方式 ， 函 数 7 对 8 的 表达 式 “填补 了 空隙 ”， 或 者 如 Davis 所 说 ， 
“这 个 公式 把 原来 问题 的 定义 域 扩展 到 不 同 于 原 有 范围 的 变量 。 
事实 上 ， 这 正 是 牛顿 在 他 的 广义 二 项 展开 式 中 采用 的 做 法 。 牛 顿 不 
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是 把 自己 限制 在 对 (1+x)" 的 自然 数 的 乘 方 上 ， 转 而 研究 指数 为 分 数 或 负 


数 的 情况 。 当 为 正 整 数 时 ， 这 种 方法 与 插值 十 分 相似 。 

不 们 探索 的 欧 拉 于 1729 年 接受 了 求 前 个 自然 数 乘积 的 类 似 挑 战 。 
就 是 说 ,他 要 寻找 一 个 对 全 部 正 实数 定义 的 公式 ,而 当 输 入 为 正 整 数 时 ， 
其 结果 正 是 1.2.3: … .n 。 用 现代 术语 表述 ， 欧 来 是 寻找 阶乘 的 播 值 。 

es 1729 年 10 月 致 殉 里 斯 容 ， 哥 德 巴赫 的 信件 
中 。®1 他 在 信 中 给 出 了 一 个 看 似 奇 特 的 无 穷 乘 积 

]: 24 Ji- .3* 3^: 3 4 4*7 .5* 
x X———x xe (11) 
I+x 2x 34x 4x 


在 不 同 的 时 期 ， 欧 拉 曾 用 A(z) Ix] 表示 这 个 表达 式 。 在 本 章 余 下 部 分 ， 


我 们 使 用 后 面 一 种 表示 。 从 式 《11) 可 以 看 出 
[= 2x 13.14 1.5 
3 4 5 
[etes nuces 
3 2-4 3-5 46 
I. 3-3-3 4.4.4, 5-5-5 6.66. — 


一 一 一 一 一 一 一 一 "^^ T 


Es ALAS 3-3-6 4-4-7 5.5.8 
依 此 类 推 ， Bus A 尽管 如 此 ， 这 个 无 
穷 乘 积 看 起 来 是 符合 要 求 的 公式 : WE nde BART, 32 [n] n! , 

同时 ，[x] 可 以 填补 除 整 数 以 外 的 人 缺口。 例如， 我 们 考察 [172] ， 这 
个 值 应 该 是 赋予 (112)! 的 插值 的 值 。 当 欧 拉 代 入 x=1/2 时 ， 得 到 

[1]. 198,458, 448, 964, 
21 :3/2- 5902. TEE 972 
MIZNINIMIUNN 


3.3 55 7-7 9.9 


根 号 下 的 表达 式 看 似 相 识 。 他 想起 了 1655 年 约翰 ' 沃 利 斯 导出 的 公式 ， 
ce 77. 6.6... AH 


x- 2] 
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这 个 公式 ， 欧 拉 推 出 了 


于 是 , 我 们 不 得 不 得 出 结论 ; ar “自然 " 插值 是 非常 不 自然 的 了 VE ， 


这 是 一 个 使 人 惊 悍 的 结果 。 

这 个 答案 给 欧 拉 提供 了 一 条 有 价值 的 线索 。 由 于 7 出 现在 结果 中 , 他 
推测 某 种 与 圆 面积 的 联系 可 能 隐藏 在 这 个 表面 现象 之 下 ， 这 进而 提示 他 
把 研究 转向 积分 。 呈 他 仅 费 少许 工夫 就 得 到 了 替代 公式 

[x] - [Cord (12) 
这 个 结果 远 比 式 (01) 简洁 而 且 更 为 雅致 。 持 怀疑 态度 的 人 可 以 通过 分 
部 积分 、 洛 必 达 法 则 和 数学 归纳 法 等 同样 的 手段 证 实 ， 当 为 自然 数 时 ， 
[Ond =n, 

一 旦 有 了 可 用 的 积分 ， 欧 拉 就 如 鱼 得 水 了 。 在 几 轮 数学 推导 以 后 ， 
他 求 出 ” 


i ee a 
SA 
odi- 4 


| xdr _ "42: - TW ] TEM 

lors EKKE EEE RAI A RERO + | Kk 

a. 

欧 拉 也 认识 到 [xz=x'[x-1 ， 他 充分 利用 这 个 关系 导出 像 

FABER ES 34341 1|. 15 - : [25] TM T" 

H A y H ; V ERHUAUR, PAS, fios era 
1 


模式 的 信徒 ， 他 向 另外 一 个 方向 推导 递归 公式 ， 得 到 | |- Ly xj- i 
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Bi; lend ze 。 换 句 话说 ， | 
明显 看 出 ， 直 觉 终 究 需 要 靠 演算 来 验证 。 
现代 数学 家 更 倾向 于 遵循 由 阿 德里 安 * 马 里 * 勒 让 德 (1752—1833) 


推广 而 改进 的 欧 拉 思 想 。 勤 让 德 将 ?= -Inf 代入 式 (12) ， 得 到 
[加 = 一 人 egy = 全 ye ， 然 后 将 输入 变量 左 移 一 个 单位 ， 得 到 由 


IG) «[x- 1] | y edy 


定义 的 铅 玛 函数 。 但 是 ， 值 得 注意 的 是 ， 这 个 特殊 的 积分 也 出 现在 欧 拉 
ix ep, on 

当然 ， 伽 玛 函数 继承 了 欧 拉 已 经 发 现 的 有 关 [x] 的 特性 ， 例 如 存在 弟 
归 表 达 式 T(x+1) = xT(x) 或 者 著名 的 恒等式 TQ112)=[-1/2]= Vx 。 这 个 
函数 可 能 出 现在 需要 应 用 复杂 的 数学 分 析 的 任何 场所 ， 从 概率 论 到 微分 
方程 , 再 到 解析 数论 。 WA, 伽 玛 函 数 被 看 作 是 分 析 学 中 首届 -- 指 的 “高 
级 函数 ”同时 或 许 是 最 重要 的 “高 级 函数 "。 所 谓 “高 级 函数 ”是 指 在 定 
义 中 需要 用 到 微 积分 概念 的 函数 。 在 刻画 初等 数学 的 特征 方面 ， 除 代数 
函数 、 指 数 函 数 或 三 角 函 数 之 外 ， 伽 玛 函 数 占据 一 席 之 地 。 此 外 ， 像 许 
多 别 的 发 现 一 样 ， 我 们 把 这 个 函数 归功 于 欧 拉 。 

本 章 的 种 种 结果 , 无 论 是 微分 还 是 积分 ,也 无 论 是 近似 值 还 是 插值 ， 
都 展现 了 惊人 的 独创 性 。 汉 “。 诺 伊 曼 把 欧 拉 称 为 “他 那个 时 代 最 杰出 的 
数学 家 ”， 因 为 他 提出 了 许多 正确 的 问题 , 并 且 经 常 凭借 惊人 的 敏捷 头脑 
和 直觉 思维 能 力 找 到 正确 的 答案 。 "1 JC REIR], 欧 拉 对 分 析 学 驾轻就熟 ， 
在 分 析 学 这 个 十 全 十 美的 舞台 上 展现 的 仿佛 是 他 不 拘 一 格 的 信条 : 沿 着 
公式 就 能 通 向 真理 。 

在 分 析 学 中 ， 无 出 其 右 者 。 


-E JRE Va, E, 
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第 一 从 疲 折 


ABS * chr T. 1783 年 辞世 ， 这 一 年 距 莱 布 尼 茨 发 表 第 一 篇 微 
积分 论文 一 百 周年 仅 差 一 年 。 无 论 按 什么 标准 衡量 ， 这 一 百年 都 是 数学 
史上 非 同 寻常 的 一 个 世纪 。 到 日 前 为 止 我 们 考察 的 结果 虽然 只 是 这 个 世 
纪 歼 得 的 丰硕 成 果 中 的 一 小 部 分 ， 却 说 明 已 经 有 了 巨大 进展 。 牛 顿 、 莱 
布 尼 茨 、 伯 努 利 兄弟 和 欧 拉 致力 于 无 穷 量 研究 ， 发 现 了 大 量 正 确 的 而 且 
时 常 是 惊人 的 结果 ， 同 时 确立 了 微 积 分 作为 数学 中 的 典范 学 科 分 支 的 地 
位 。 让 我 们 不 由 得 对 这 些 开 拓 者 们 肃然 起 敬 。 

头 一 个 世纪 的 一 个 重要 的 发 展 趋势 是 人 们 把 视点 从 几何 转向 分 析 。 
当 问 题 变 得 越 来 越 棘手 时 ， 它 们 的 解 对 曲线 几何 性 质 的 依赖 越 来 越 少 ， 
而 对 函数 代数 运算 的 依赖 却 越 来 越 多 。 莱 布 尼 蒋 在 1673 年 证 明 他 的 变换 
定理 所 用 的 复杂 的 几何 图 解 人 18 世纪 中 期 欧 拉 的 著作 中 已 经 无 影 无 踪 
了 。 从 这 个 意义 上 说 ,分 析 学 已 经 具备 了 更 现代 的 形态 。 

但 是 这 门 学 科 的 其 他 常见 内 容 却 销声匿迹 了 。 例 如 ， 很 大 的 一 个 缺 
失 是 现代 分 析 学 的 支柱 一 一 不 等 式 。17 世纪 和 18 世纪 的 数学 家 们 主要 处 
理 等 式 。 他 们 的 工作 倾向 于 利用 巧妙 的 代 换 将 一 个 公式 变换 成 另 一 种 想 
要 的 形式 。 虽 然 雅 各 布 " 伯 努 利 对 调和 级 数 发 散 性 的 证 明 ( 见 第 3 章 ) 
是 以 熟练 地 运用 不 等 式 为 特征 ， 但 是 这 样 的 例子 总 体 上 是 罕见 的 。 

同样 稀少 的 是 对 广泛 函数 类 的 分 析 。 欧 拉 和 他 的 前 辈 们 擅长 研究 特 
定 的 积分 或 级 数 ， 但 是 他 们 对 连续 函数 或 可 微 函 数 这 样 的 函数 类 的 一 般 
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特性 缺乏 兴趣 。 把 关注 的 焦点 从 特殊 的 函数 转移 到 一 般 的 消 数 将 成 为 下 
一 个 世纪 的 标志 。 

早期 微 积 分 和 当今 微 积 分 的 另外 一 个 显著 差异 是 对 逻辑 基础 的 关注 
不 同 。 正 如 我 们 所 见 ， 那 个 时 期 的 数学 家 在 使 用 结 来 时 既 人 不 证 明 它 们 的 
正确 性 ， 在 许多 情况 下 ， 甚 至 也 不 考虑 这 个 问题 。 一 个 例子 是 用 积分 的 


无 穷 级 数 代替 无 穷 级 数 的 积分 的 这 种 趋势 , 也 就 是 说 , 把 [| Ea 
fn [7 cou | 看 成 是 相等 的 。 这 里 的 两 种 运算 〈 对 函数 积分 和 于 级 


数 求 和 ) 都 包含 无 限 的 步骤 ， 这 种 不 加 区 别 的 交换 可 能 会 导致 错误 结果 。 
只 有 在 满足 某 些 条 件 时 这 种 交换 才 是 可 行 的 。 在 这 方面 ， 微 积分 的 先驱 
们 多 半 依 靠 直觉 而 不 是 根据 推理 进行 运算 。 不 可 否认 ， 他 们 的 直觉 通常 
是 非常 可 靠 的 。 特 别 是 欧 拉 ， 他 具有 一 种 神奇 的 能 力 ， 在 他 陷入 数学 的 
深渊 之 前 就 准确 知道 自己 可 以 走 多 远 。 

然而 ， 微 积分 的 基础 依旧 是 令 人 怀疑 的 。 作 为 一 个 例证 ， 我 们 不 妨 
回忆 一 下 无 穷 小 量 所 扮演 的 角色 。 为 了 解释 这 些 称 为 无 穷 小 的 量 ， 从 莱 
布 尼 芯 到 欧 拉 ， 他 们 都 作 过 尝试 ， 但 是 从 来 没有 给 出 令 人 满意 的 证 明 。 
像 一 条 数学 变色 龙 ， 无 穷 小 看 起 来 不 可 避免 地 同时 既是 零 又 不 是 零 。 从 
根本 上 说 ， 它 们 的 存在 似乎 是 自 相 了 矛盾 和 违背 直觉 的 。 

数学 家 们 将 他 们 的 结论 建立 在 “逐渐 消失 的 ” 量 上 不 是 什么 好 事 。 
牛顿 是 这 种 动态 方法 的 倡导 者 ， 对 于 醉心 于 运动 研究 的 他 来 说 ， 这 或 许 
是 一 种 合理 的 主张 。 在 引入 我 们 现在 所 谓 的 导数 的 时 候 ， 他 考察 了 逐渐 
消失 的 量 的 商 ， 并 且 写 道 ， 他 所 指 的 这 些 逐 渐 消 失 的 量 的 “最 终 比 ”， 
“ 既 不 是 在 它们 消失 之 前 的 比 ,也 不 是 在 消失 之 后 的 比 , 而 是 正当 这 些 量 
消失 时 的 比 ”。' 除了 想象 一 个 量 在 消失 (无论 含 义 是 什么 ) 之 后 的 概 
念 以 外 ， 牛 顿 还 要 求 他 的 读者 想象 当 分 子 和 分 母 噶 的 一 声 同时 消失 在 稀 
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落空 气 中 时 的 比 。 他 的 摘 述 看 起 来 给 予 非 难 者 以 可 乘 之 机 。 

批评 很 快 来 临 ， 而 批评 者 是 乔治 * 伯 殉 莱 (1685—1753) 一 一 英国 
著名 的 哲学 家 和 克 罗 因 教区 的 主教 。 伯 克 蘑 在 他 1734 年 所 写 的 《分 析 学 
30 一文 中， 嘲笑 那些 遗 责 他 依靠 宗教 信仰 而 不 是 理性 行事 的 科学 家 们 
自己 也 在 谈论 着 无 穷 小 的 量 或 逐 源 消失 的 量 。 对 伯 克 莱 来 说 ， 这 是 最 模 
糊 的 思想 和 最 虚伪 的 行为 。 这 一 点 隐 含 在 文章 长 长 的 副标题 中 : 


一 一 致 一 位 不 信教 的 数学 家 的 评论 ， 其 中 副 析 现代 分 析 学 的 目 
标 、 原 理 和 结论 是 否 比 宗 教 的 神秘 和 教义 有 更 清晰 的 构思 或 更 
dais, P 


伯 克 莱 的 评论 非常 刻薄 。 对 于 这 位 主教 来 说 ， 无 论 微 积 分 是 建立 在 
牛顿 的 逐渐 消失 的 量 的 概念 上 还 是 建立 在 莱 布 尼 芯 的 无 穷 小 的 概念 上 ， 
都 没有 多 大 差别 。 他 得 出 结论 : REALY HANE TAE E LAH 
思想 ,越发 陷 人 糊涂 与 迷 东 的 深 济 。” 中 伯 克 菜 以 拷问 牛顿 的 口吻 ， 提 
出 了 当时 间 名 妃 尔 的 质疑 ; 


这 些 流 教 到 底 是 什么 ? 逐渐 消失 的 增 量 的 速度 有 多 么 大 ? 这 些 
相同 的 逐渐 消失 的 增 量 是 什么 ? 它们 既 不 是 有 限 的 量 ， 也 不 是 
无 穷 小 的 量 ， 更 不 是 零 。 难 道 我 们 不 能 把 它们 称 为 消逝 的 量 的 
Son? M 


伯 克 莱 对 莱 布 尼 茨 的 无 穷 小 量 的 概念 也 毫 不 客气 。 他 嘲讽 道 ， 承 认 
一 个 无 穷 小 量 的 概念 超出 了 “我 的 能 力 ”， 接 受 像 (do) 这 样 的 无 穷 小 量 
的 无 穷 小 部 分 “对 任何 人 而 言 都 是 无 限 困难 的 ”。5 

伯 殉 菜 并 没有 对 数学 家 们 从 这 些 可 疑 的 方法 推出 的 结论 提出 质疑 ， 
他 拒绝 的 是 这 些 结论 背后 的 逻辑 。 事 实 上 ， 微 积分 是 求 切线 和 确定 极 大 
值 或 极 小 值 的 极 好 工具 。 但 是 ， 他 和 争辩 说 ， 它 的 正确 答案 来 自 错 误 的 思 
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想 ， 正 如 在 某 种 错误 补偿 中 某 些 错 误 抵消 其 他 错误 ， 从 而 掩盖 其 中 隐藏 
的 漏洞 。 他 写 道 “错误 也 许 能 产生 真理 ， 但 是 决 不 会 产生 科学 。” 加 

我 们 借助 伯 克 莱 的 例子 来 说 明 他 的 观点 ， 使 用 现代 符号 表示 就 是 ， 
当 》= 加 时， xD. 按照 当时 的 方式 ， 他 先 对 x 增加 一 个 微小 的 非 零 增 


量 o， 然 后 求 微 商 
-1 
A" netop ARTD ooa Lus nro o" 
(x+0) -x - 2 
o 0 
4,nD(n-lD „ z Z 
= nx" 3 ?94 --- nxo" ^ +o" 


到 这 一 步 为 止 ，o 依然 被 假设 为 一 个 非 零 的 最 ， 伯 克 莱 强 调 ;“ 如 果 没有 
这 个 条 件 , 我 就 不 能 在 下 一 步 推出 任何 结果 。 但 是 ,随后 o 忽 然 变 成 了 
零 ， 所 以 


y cay -040-nm"! 
dx 


IR 3LSEA PE RCU AE 36 — SRRA BERE, DUE dE 
由 此 推出 的 任何 结论 。 毕竟， 如 果 o EE. 我 们 不 仅 不 能 把 它 作为 分 母 ， 
而 且 必须 承认 x 根本 就 没有 增加 。 所 有 的 论据 立刻 土崩瓦解 。 伯 殉 莱 写 道 : 
“ 当 提 到 让 增 量 消失 时 ， 前 面 那个 增 曼 为 菜 种 量 的 假设 就 被 破坏 了， 然而 ， 
由 这 个 假设 所 推出 的 结果 ， 即 由 它 获得 的 表达 式 却 保留 了 下 来 。”"" 

对 这 位 主教 来 说 ， 这 种 推理 方法 是 完全 不 能 接受 的 ， 并 且 是 “一 种 
极端 自 相 矛 盾 的 讨论 方式 ， 而 这 种 方式 在 上 帝 那 里 是 不 允许 的 ”。_… 在 
《分 析 学 家 》 最 具 火 药 味 的 一 段 话 中 , 伯 克 莱 对 比 了 他 所 说 的 微 积分 的 错 
误 逻 辑 与 人 类 知识 要 求 的 高 标准 ，“ 我 相信 在 人 类 所 有 知识 门类 的 任何 
-种 知识 中 ， 人 们 都 不 会 承认 像 在 数学 证 明 中 所 接受 的 这 种 推理 ”。 中 

伯 克 莱 主教 充分 阐明 了 他 的 观点 。 即使 微 积分 的 结果 似乎 是 正确 的 ， 
并 且 当 应 用 于 像 力学 或 光学 中 的 实际 现象 时 ， 得 到 的 解答 也 和 观测 结果 
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_ 致 ， 但是， 如果 基 础 不 牢 的 话 ， 这 种 结果 依然 -- 钱 不 值 。 

必须 做 些 事情 了 ! 在 其 后 的 数 十 年 中 ， 很 多 数学 家 试图 加 固 微 积分 
播 援 欲 蛙 的 基础 结构 。 让 。 勒 朗 ， 达 朗 贝 尔 (1717 一 1783) 就 是 其 中 的 
一 员 。 他 是 一 位 备 受 尊敬 的 学 者 ， 与 德 尼 * 狄 德 罗 (1713 一 1784) 一 起 
在 法 国 编 繁 《百科 全 书 》。 对 于 微 积分 的 基础 ， 达 朗 贝尔 同意 无 穷 小 量 
或 者 逐渐 消失 的 量 是 没有 意义 的 。 他 毫 不 含糊 地 宣称 ， “一 个 量 或 者 是 
有 ， 或 者 是 没有 。 如 果 是 有 ， 它 就 还 没有 消失 ， 如 果 是 没有 ， 它 就 确实 
消失 了 。 假 设 存在 介 于 这 两 者 之 间 的 中 间 状 态 ， 就 只 能 是 一 头 由 狮 头羊 
身 和 蛇 尾 构成 的 吐 火 怪 物 。” 

相反 ， 达 朗 贝 尔 提 出 了 建立 在 “极限 ”概念 基础 之 上 的 微 积分 。 在 
处 理 导数 时 ， 他 把 D. 看 成 是 有 限 项 的 商 的 极限 。 他 将 这 个 商 表 示 为 ， 
而 我 们 现在 认为 是 了 YeSD- XeD ， 那么 ， 业 是 “在 我 们 假定 z 和 为 
实数 并 且 不 断 减 小 时 ， 比 值 z/x 越 来 越 接近 的 量 。 没 有 比 这 更 清楚 的 定 
XT" , {11] 

达 朗 贝尔 取得 了 菜 些 进展 。 他 没有 使 用 无 限 小 ， 也 没有 使 用 逐渐 消 
失 的 量 ， 并 且 由 于 突出 极限 作为 修补 微 积分 浒 弱 基 础 的 方法 而 理应 受到 
Eit. 

但 是 断言 达 朗 贝 尔 扭转 了 就 坤 ， 那 是 言 过 其 实 的 。 虽 然 他 可 能 已 经 
察觉 到 正确 的 路 径 ， 但 是 他 没有 在 这 条 路 径 上 走 得 很 远 。 缺 少 的 是 “ 极 
限 ” 的 明确 定义 ， 以 及 没有 从 极限 出 发 推导 微 积分 的 一 些 基本 定理 。 最 
终 ， 达 朗 贝尔 不 过 是 提出 了 走出 困境 的 方法 而 已 。 这 些 思想 的 完全 确立 
尚 需 等 待 一 代 人 或 者 更 长 的 时 间 。 

与 此 同时 ， 一 位 更 卓越 的 数学 家 着 人 了 这 个 难题 ， 并 且 提出 一 种 完 
全 不 同 的 解答 。 他 就 是 约瑟夫 。 路 易 。 拉 格 朗 日 (1736—1813) — 
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18 世纪 晚期 在 欧洲 数学 界 有 着 重大 影响 的 一 位 杰出 数学 家 。 对 于 这 个 基 
础 性 的 问题 ， 拉 格 朗 日 发 轰 要 提供 -个 逻辑 上 完备 的 构架 ， 使 得 微 积分 
的 宏伟 大 厦 可 以 建立 它 的 基础 上 。 在 他 1797 年 所 写 的 《解析 函数 论 》 一 
书 中 ， 他 设想 了 一 种 “排除 无 穷 小 量 、 逐 渐 消失 的 量 、 极 限 以 及 流 数 所 
有 因素 在 内 ”的 微 积分 。 中 鉴于 以 往 的 任何 合理 性 都 不 具备 优势 ， 拉 格 
朗 日 宜 拆 要 重新 开始 。 

他 的 基本 思想 是 把 无 穷 级 数 作为 微分 的 源头 而 不 是 结果 。 这 就 是 说 ， 
拉 格 朗 从 他 要 寻找 导数 的 函数 (9 开始 ， 把 / xt) 表示 成 ;的 无 穷 级 数 

T(x+i)= f()*ip()* PqQ) Pr) + (1) 

的 形式 ， 其 中 ， 正 如 他 指出 的 那样 ，“p，9，r，… 将 是 从 简单 函数 x 导 
出 的 并 且 与 i 无 关 的 新 函数 ”。 09 于 是 , /的 (一 阶 ) 导数 从 好 就 是 p(x) ， 
在 这 个 展开 式 中 ，p(x) 为 ;的 系数 。 

任何 熟悉 泰勒 级 数 的 人 都 会 明白 拉 格 朗 日 得 到 了 什么 ， 但 是 对 他 而 
言 重要 的 是 注意 这 个 级 数 出 现在 先 ， 而 导数 是 作为 它 的 一 个 结果 ， 在 现 
代 分 析 学 中 导数 出 现在 级 数 之 前 。 

用 一 个 例 了 可 以 说 明 这 一 点 。 候 定 我 们 起 求 CD = 二 的 导数 / O). 
(顺便 指出 ，“/'” 这 个 记号 来 源 于 拉 格 朗 日 。) RFR (1) 所 示 的 函 
HB p PO OA r, BER 


i) 
i — 1. 3Xi-3xi -P 
iLp(x) * iq(x) * Pr(x) e] = 一 一 一 -一 = 一 一 一 一 一 
or a er 


因此 
,2 RN -3x i—3xi -i  -3x!-3xi-i 
p(x)* ig(x)* r(x)+.…= "Au iD 一 TGHu n (2) 


至 比 ， 拉 格 朗 日 在 式 (2) 中 令 i=0， 得 到 pO) 2 s. Bü, 
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L'OZ. 对 牛顿 或 菜 布 尼 蒋 来 说 ， 这 个 结果 自然 是 不 足 为 奇 的 。 


对 拉 格 朗 日 而 言 ， 这 个 推导 过 程 避免 了 无 穷 小 量 ， 同 时 也 避免 了 那 
些 河 灭 不 见 的 消 蓝 的 量 的 鬼魂 。 同 样 ， 他 无 需 用 达 朗 贝尔 的 没有 确切 定 
义 的 极限 。 当 拉 格 良 日 令 i=0 时 ， 他 的 意思 是 严格 的 。 在 式 (2) 中 不 
会 遇 到 任何 陷阱 ， 因 为 在 任何 分 母 中 都 没有 出 现 零 。 他 认为 这 是 解决 导 
数 问题 的 纯粹 的 分 析 方 法 , 不 需要 任何 曾经 困扰 他 的 先驱 们 的 逻辑 转换 。 
这 个 方法 竟然 如 此 精致 ， 如 此 整齐 。 

然而 ， 采 真是 这 样 吗 ? 举 一 个 事例 ， 可 以 说 明 用 这 种 方式 定义 导数 
过 于 曲折 。 尽 管 牛顿 和 莱 布 尼 茨 的 思想 夹杂 着 曲线 和 三 角形 ， 并 且 建 立 
在 不 牢固 的 基础 之 上 , 但 是 他 们 对 研究 对 象 的 定义 是 直接 的 。 在 拉 格 朗 晶 
的 思想 中 没有 任何 的 图 解 ， 却 把 导数 同 切线 斜率 有 关 的 事实 完全 掩盖 了 。 

这 还 只 是 次 要 的 毛病 。 更 大 的 麻烦 是 在 对 待 比 上 述 函 数 更 为 复杂 的 
消 数 如 何 求 导数 的 问题 上 。 在 我 们 的 例子 中 ， 问 题 的 关键 是 展开 并 且 简 


化 一 -一 ， 以 便 从 结果 中 分 解 出 因子 i。 但 是 每 个 函数 的 可 以 展开 


(x+ x 
和 简化 的 保证 在 哪里 ? 这 样 构造 的 级 数 是 收敛 的 保证 在 哪里 ? 而 这 样 构 
造 的 一 个 收 钱 级 数 收 敛 到 我 们 原始 的 函数 的 保证 又 在 哪里 ?这 些 才 是 深 
层次 的 和 重要 的 问题 。 

最 终 ， 拉 格 朗 日 的 理论 经 不 起 如 此 严格 的 推 项 。1822 年 ， 法 国 数学 
家 奥古斯丁 。 路 易 。 柯 西 发 表 了 一 个 例子 ， 证 实 拉 格 朗 日 的 思想 存在 致 
命 缺 陷 。 我 们 在 下 一 章 的 主角 柯 西 证 明了 函数 


d , Xz*0 


rok ge 


及 其 在 x-0 88 Wr E, US Dye, EA EOE A B EUR 
f(x) 2 0-0-x 40-35 +0-xX +…=0。 这 反 过 来 说 明 , 如 果 我 们 从 函数 / 开 
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始 ， 将 它 写 成 级 数 的 形式 ， 我 们 得 到 一 个 完全 不 同 于 开 初 的 函数 ! 作为 
一 个 级 数 , 我 们 无 法 区 分 上 面 的 函数 /和 常 值 函数 gx) = 0 。 柯 西 的 两 个 
不 同 的 函数 有 一 个 共同 徊 级 数 的 例子 ， 说 明 分 析 学 完全 不 能 按照 拉 格 朗 
日 的 设想 来 创建 。 

总 之 ， 基 于 级 数 的 导数 定义 以 及 随 之 而 来 的 基于 级 数 的 微 积分 的 基 
础 被 抛弃 了 。 虽 然 拉 格 朗 日 未 能 完成 他 的 主要 使 命 ， 但 却 作 出 了 许多 页 
献 ， 引 导 了 新 世纪 的 发 展 。 首 先 ， 他 将 基础 问题 提升 到 更 突出 的 位 置 ， 
使 之 成 为 既 有 趣 又 重要 的 问题 。 其 次 ， 他 试图 从 他 的 基本 定义 推导 出 微 
积分 的 种 种 定理 ， 在 这 个 过 程 中 引入 了 不 等 式 ， 并 且 对 不 等 式 的 应 用 展 
现 出 熟练 的 技巧 。 最 后 ， 正 如 Judith Grabiner 在 她 的 《 柯 西 的 严密 微 积 
分 的 起 源 》 一 书 中 所 说 : 


阅读 拉 格 朗 日 的 著作 ， 人 们 总 是 会 被 他 对 普遍 性 的 感悟 所 打 
3e 他 对 普遍 性 的 极端 钟情 在 那个 年 代 是 非 同 寻常 的 ， 与 
许多 他 同时 代 人 专注 于 解决 特定 问题 形成 鲜明 对 比 。 他 提出 的 
微 积分 的 代数 基础 与 其 普遍 化 的 思想 倾向 是 一 致 的 [3 


尽管 数学 家 们 作出 了 这 么 多 贡献 , 在 18 世纪 结束 时 , 微 积 分 的 逻辑 
危机 依然 没有 解决 。 达 朗 贝 尔 和 拉 格 朗 日 以 及 其 他 致力 于 处 理 这 些 问题 
的 数学 家 的 工作 没 能 平息 批评 的 浪潮 。 伯 克 莱 主 教 说 过 这 么 一 句 话 : “我 
要 指出 在 其 他 每 一 种 科学 中 ， 人 们 总 是 用 他 们 的 原理 来 证 明 结论 ， 而 不 
是 用 他 们 的 结论 来 证 明 原 理 。” 直 到 进入 19 世纪 ， 他 的 话 听 起 来 还 一 直 
带 有 真实 性 的 意味 。 ” 

但 是 一 种 解决 方案 近 在 巾 尺 了 。 在 19 世纪 初期 ， 正 是 认识 到 级 数 非 
ME -性 的 柯 西 , 行将 发 现 - -个 可 以 圆满 解释 微 积分 基础 的 方法 。 到 他 完成 
这 个 任务 的 时 候 , 分 析 学 就 超越 了 他 的 前 辈 们 所 能 设想 的 情景 , De RE 
普遍 性 、 抽 象 性 和 充满 不 等 式 的 学 科 。 同 时 ， 这 门 学 科 将 会 越发 严密 。 
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现在 我 们 就 转向 这 位 杰出 的 人 物 ， 转 向 他 所 进行 的 革命 性 的 工作 。 
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奥古斯丁 * 路易。 柯 西 (1789 一 1857) 


传记 作家 Eric Temple Bell 有 时 是 轻 描 谈 写 地 描绘 数学 家 们 的 丰富 多 
彩 的 人 生 的 , 在 他 的 笔下 ,“ 柯 西 在 现代 数学 中 , 扮演 的 角色 没有 远离 舞 
台 的 中 央 "。 “这 个 评价 是 个 毋庸 置疑 的 。 奥 十 斯 丁 路易 。 柯 西 在 其 一 
生 中 写作 了 大 量 的 书籍 和 论文 ， 现 在 出 版 的 选集 已 超过 24 35, 其 中 收集 
的 是 有 关 组 合 数学 、 代 数 、 微 分 方程 、 复 变 函 数 、 力 学 以 及 光学 的 论文 。 
同一 个 世纪 之 前 的 菜 昂 哈 德 " 欧 拉 一 样 ， 奥 十 斯 丁 。 路 易 。 柯 西 对 后 世 
产生 了 长 远 的 影响 。 
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柯 西 在 微 积分 历史 上 的 影响 尤其 深远 。 他 处 于 早期 开拓 者 和 现代 数 
学 家 之 间 的 位 置 上 。 前 者 凭借 他 们 的 聘 明 才智 拓展 了 一 个 充满 直觉 与 质 
朴 的 领域 ， 而 后 者 追求 的 逻辑 标准 是 严格 的 、 普 遍 的 和 不 可 或 缺 的 。 柯 
西 没有 完成 从 前 者 到 后 者 的 转变 ， 因 为 他 的 思想 还 需要 在 随后 数 十 年 中 
进行 重大 的 改进 与 调整 。 但 是 柯 西 展现 的 分 析 学 与 今天 教科 书 中 展现 的 
分 析 学 之 间 的 相似 性 不 能 不 给 现代 读者 留 下 座 刻印 象 。 

本 章 对 柯 西 的 工作 略 作 介绍 。 我 们 给 出 一 些 例 子 ， 涉 及 的 范围 从 他 
的 极限 理论 到 中 值 定理 ， 从 他 的 积分 定义 到 微 积分 基本 定理 ， 最 后 以 级 
数 收敛 的 判别 法 结束 。 本章 取材 于 他 的 两 本 著名 教科 书 ;,《 旺 家 综合 工科 
学 院 分 析 教 程 》(1821) 和 《和 皇室 综合 工科 学 院 无 穷 小 分 析 教 程 概论 》。 站 


极限 、 连 续 性 和 导数 


虽然 柯 西 承认 拉 格 遍 日 是 一 位 年 高 德 动 的 数学 家 ， 但 是 他 并 不 赞同 
拉 格 朗 日 提出 的 基于 级 数 的 导数 定义 。 柯 西 写 道 :“ 我 拒绝 通过 无 穷 级 数 
进行 函数 展开 的 作法 。” 他 接着 指出 : 


我 并 不 忽视 著名 的 拉 格 朗 日 已 经 将 这 个 公式 作为 他 的 叶 通 数理 
论 的 基础 。 尽 管 应 对 如 此 大 的 权威 表示 兽 孝 但 是 多 数 几 何 学 
家 如 今 都 承认 如 果 使 用 发 散 级 数 可 能 导致 不 确定 的 结果 ,…… 而 
我 本 人 还 要 补充 一 全 ， 拉 格 朗 日 方法 可 能 产生 一 个 由 收敛 级 
数 表 示 的 函数 展开 ， 不 过 这 个 级 数 的 和 根本 不 同 于 原来 的 函 
EK. [3] 


后 一 种 情况 就 是 前 一 章 中 提 到 的 柯 西 的 反例 。 对 他 来 说 ， 拉 格 朗 日 
的 方案 是 一 条 死胡同 。 柯 西 希望 提供 逻辑 上 正确 的 另外 一 种 选择 ， 他 断 
言 :“ 微 分 学 的 原理 及 其 最 重要 的 应 用 很 容易 不 借助 级 数 而 建立 起 来 。 
柯 西 认为 ， 取 代 的 办 法 是 把 全 部 微 积分 建立 在 极限 思想 的 基础 上 。 
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他 关于 这 个 概念 的 定义 成 为 数学 上 的 一 个 经 典 ， 


当 属于 一 个 变量 的 相继 的 值 无 限 地 趋 近 某 个 国定 值 时 ， 如 果 最 
终 同 国定 值 之 差 可 以 随意 地 小 ， 那 么 这 个 固定 值 就 称 为 所 有 这 
Xl AIR. IU 


柯 西 以 圆 面积 作为 例子 : 当 一 个 圆 的 内 接 正 多 边 形 的 边 数 无 限 增加 
时 ， 多 边 形 面积 的 极限 就 是 这 个 圆 的 面积 。 自 然 不 会 有 哪个 多 边 形 的 面 
积 等 于 圆 的 面积 。 但 是 ， 对 于 任意 给 定 的 容 差 ， 能 够 找到 一 个 内 接 正 多 
边 形 ， 它 的 面积 以 及 那些 边 数 更 多 的 正 多 边 形 的 面积 比 给 定 的 容 差 更 接 
近 圆 的 面积 。 多 边 形 的 面积 持续 地 越 来 越 接近 圆 的 面积 ， 这 是 柯 西 思想 
的 精髓 。 

现代 读者 或 许 会 对 他 的 定义 的 元 长 和 动态 的 形象 描述 以 及 没有 使 用 
56 和 9 感到 奇怪 。 如 今 ， 我 们 不 会 谈论 数 的 一 个 “序列 ” 趋 近 ” 什 么 ， 
而 宁愿 用 “6 >0” 的 符号 功能 来 表达 短语 “ 像 希 望 的 那样 小 ”。 

然而 ， 这 是 最 重要 的 一 个 进展 。 柯 西 基于 “接近 ”的 思想 避免 了 一 
些 早期 尝试 中 的 缺陷 。 特 别 是 ， 他 既 没有 对 达到 这 个 极限 说 什么 ， 也 没 
有 对 超过 这 个 极限 说 什么 。 正 如 伯 克 蔷 因 过 于 兴奋 而 没有 来 得 及 指出 的 
那样 ， 这 个 问题 曾 使 柯 西 的 许多 前 辈 们 陷 和 圈套。 相形 之 下 ， 柯 西 的 所 
谓 “ 回 避 极 限 ” 的 定义 不 提 及 无 论 怎样 达到 极限 ， 仪 仅 是 接近 并 保持 接 
近 它 。 对 他 来 说 ， 这 星 设 有 消逝 的 量 ， 于 是 伯 殉 菜 所 谓 消 逝 的 量 的 鬼魂 
也 就 不 复 存 在 了 。 

柯 西 引 入 的 另 一 个 相关 概念 或 许 会 令 使 人 产生 疑虑 。 他 写 道 :“ 当 一 
个 变量 的 连续 数值 无 限 减 小 《从 而 变 得 小 于 任何 给 定 的 值 ) 时 ， 这 个 变 
量 就 称 为 …… 一 个 无 穷 小 的 量 。”" 他 使 用 的 “无 穷 小 ”这 个 词 令 人 感到 
不 详 的 预兆 ， 但 是 我 们 可 以 把 这 个 定义 简单 地 解释 为 收敛 到 零 。 

柯 西 下 一 步 将 他 的 注意 力 转移 到 连续 性 上 。 我 们 在 直觉 上 的 第 一 个 
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反应 是 ， 柯 西 似乎 将 顺序 弄 反 了 ， 应 该 将 极限 的 思想 建立 在 连续 性 上 ， 
而 不 是 相反 。 但 是 柯 西 是 对 的 。 将 这 两 件 事 “ 显 而 易 见 ”的 顺序 舌 倒 过 
来 是 理解 连续 函数 的 关键 。 

从 函数 y= fxz) 开始 ， 他 令 守 为 无 穷 小 量 《 如 上 面 定 义 的 那样 ) ， 
然后 考察 当 x+ 用 x+i 代替 时 函数 的 值 。 这 使 函数 的 值 从 y 改 变 为 y+Ay ， 


柯 西 将 这 个 关系 表示 为 
y+Ay= fx+ 或 者 Ay= f(x+i)-f(x) 


对 于 无 穷 小 的 i, 如 果 差 值 Ay = f oce) - Fo 也 是 无 穷 小 , 柯 西 就 称 f 为 
x 的 连续 函数 。 呈 换 句 话说 ， 如 果 自 变量 *x 增 加 一 个 无 穷 小 量 ， 因 变量 》 
相应 地 也 增加 一 个 无 穷 小 量 ， 那 么 函数 在 x 连续 。 

再 次 指出 ， 提 到 “无 穷 小 ”仅仅 是 指 那 些 量 的 极限 为 零 。 按 照 这 种 
观点 ， 我 们 看 出 柯 西 所 说 的 f 在 x 连续 是 指 im[f(x+)- 了 (7?)]=0， 同 现 
代 的 定义 limf{(x+ 让 = 了 (x) 等 价 。 

作为 一 个 例证 , 柯 西 考察 了 y=sinx 。 他 利用 了 lim(sin x) =0 这 个 
事实 以 及 三 角 恒 等 式 sin(g+ 户 -sina -2sin(f/2)-cos(a* B/2) 。 于 是 ， 
对 于 无 穷 小 量 i， 他 得 到 

Ay = x+D- f(x) 2 sin(x4i)-sinx-2sin(i/2)cos(x*i/2) (1) 

由 于 i/2 是 无 穷 小 量 ， 所 以 sin(i/2) 是 无 穷 小 量 ， 因 此 式 (1) m 
的 积 也 是 无 穷 小 量 。 根 据 柯 西 的 定义 ， 正弦 函 数 在 任意 x 是 连续 的 。 

我 们 注意 到 ， 柯 西 还 发 现 了 连续 函数 的 另 一 个 最 重要 的 性 质 ， 它 们 
保存 序列 的 极限 。 这 就 是 说 , 如 果 f 在 a 连续 , 并 且 {} 是 满足 limx, =a 
的 序列 ， 那 么 ，lim f(x) - 了 | im x | = f) 。 我 们 随后 将 会 见 到 他 对 这 
个 原理 的 利用 。 

柯 西 然后 考察 “ 导 函 数 ”"。 他 把 微 商定 义 为 
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Ay _ f(x+i)-f (x 
Ax i 
其 中 i 为 无 穷 小 量 。 采 用 拉 格 朗 日 约 写 法 ， 柯 西 将 导数 记 为 y' 或 f(x) ， 
并 声称 对 于 像 
y=rtx, rx, rix, x , A, log, x, sinx, cosx, arcsinx, arccos x 
这 样 - 些 简单 函数 ， 求 导数 是 “很 容易 的 "。 我 们 将 只 讨论 这 些 函 数 中 的 
XH: > = log,x ， 其 底 4>1 ， 柯 西 用 ZL(x) 表示 这 个 对 数 函 数 。 加 
ap n. LEDS LtD- LD 入 竹 ,其 中 为 无 小 


量 ， 并 引进 也 是 无 穷 小 量 的 辅助 变量 K= ~ 。 利 用 对 数 法 则 并 进行 无 


束 的 代 换 ， 柯 西 推出 
eE 
Ay L(xti)-L(x) _ X x 
Ar i p i QX 


Liara 1 
aco (2) 


对 于 无 穷 小 的 w ， 他 确定 最 后 一 个 表达 式 为 -Le) 。 现 今 我 们 需要 借助 
对 数 函数 的 连续 性 和 lim(1+ "^ — e 这 个 事实 来 证 明 这 一 步 。 柯 西 从 式 
(D 得 出 结论 ， 在 任何 情况 下 ，L 的 导数 是 二 Le) 。 作 为 一 个 推论 ， 


他 指出 自然 对 数 ln(x) 的 导数 为 -In(e) EL. 


Xx 
显然 ， 微 分 学 已 经 处 于 他 的 完全 驾驭 之 下 。 
介 值 定理 


柯 西 在 分 析 学 领域 的 声誉 不 仅仅 来 自 他 对 极限 所 作 的 定义 。 赢 得 这 
种 声誉 ， 至 少 与 他 察觉 如 下 事实 同样 有 关 : 微 积分 的 大 量 定理 必需 用 这 
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个 定义 去 证 明 。 尽 管 早先 的 数学 家 们 已 经 接受 了 某 些 结果 ， 因 为 它们 的 
正确 性 或 者 同 直觉 相符 , 或 者 得 到 图 解 的 支持 , 但 是 柯 西 对 此 并 不 认同 ， 
除非 可 以 提出 一 种 代数 论证 来 证 明 它们 。 他 指出 :“ 仅 仅 通过 几何 例证 或 
直觉 证 据 就 认为 可 以 获得 必然 结果 是 一 种 严重 的 错误 。” 外 这 时 ， 人 们 对 
他 的 重要 学 术 地 位 已 经 坚信 不 疑 。 

他 的 基本 观点 表现 在 介 值 定理 的 一 个 证 明 中 。 这 个 著名 的 定理 从 一 
个 在 % 和 针 ( 柯 西 更 喜欢 指定 为 一 个 区 间 的 端点 ) 之 间 连 续 的 函数 f 开 
始 。 如 果 f(%)<0 且 /(X)>0，, 介 值 定理 断言 , 这 个 函数 在 元 和 之 间 
必定 在 一 个 或 多 个 点 等 于 零 。 

对 那些 相信 眼见 为 实 的 人 来 说 ， 这 是 再 明显 不 过 的 事 。 当 某 个 移动 
的 物体 从 一 个 负 值 连续 地 达到 一 个 正 值 时 ， 必 然 在 某 处 穿越 x 轴 。 如 图 
6-1 所 示 , 这 个 介 值 出 现在 点 x=a ,此 时 f (a) = 0 。 这 不 禁 使 人 要 问 :“ 有 
什么 值得 大 惊 小 怪 的 ?” 


y=/ix) 


图 6-1 


自然 ， 无 须 大 惊 小 怪 之 处 在 于 数学 家 们 希望 通过 分 析 探 脱 直觉 的 危 
险 和 几何 图 解 的 诱惑 。 对 柯 西 来 说 ， 即 使 是 显而易见 的 事实 也 必须 用 无 
可 争辩 的 推理 过 程 证 明 。 

柯 西 以 这 种 精神 开始 他 对 介 值 定理 的 证 明 , HES h-X-x, 选 定 
一 个 自然 数 m>1 。M 然后 他 把 从 忆 到 X BSDCIBI FE P xs xs ehm, xv 
2hím, --, X-hí m, X yl n 个 相等 的 子 区 间 ， 并 且 考 虑 相关 的 函数 值 
的 序列 


第 6 章 柯 西 |93 


fa) foy th! m), f(x *2hI m), = , f(X -h/ m, f(X) 
由 于 序列 的 第 一 项 为 负 值 ， 而 最 后 一 项 为 正 值 ， 他 指出 ， 当 我 们 从 左 至 
右 进 行 时 ， 将 会 发 现 具有 相反 符号 的 两 个 相 邻 的 函数 值 。 更 确切 地 说 ， 
对 于 某 个 自然 数 n， 有 
fatnhim<0, HH fmt+nt+Dh/m)0 

我 们 沿用 柯 西 的 记 法 ， 把 这 两 个 分 点 表示 成 为 +mh/m=s 太 和 
x, t(nt)bh/imeX,, WA, x €x«X, SX, HEHEA x 51 X, B [CH] 
的 长 度 为 him 。 

现在 他 对 从 到头 ,的 较 小 区 间 重 复 这 个 过 程 。 就 是 说 , 将 这 个 小 区 
间 分 成 m 个 相等 的 子 区 间 ， 每 个 子 区 间 的 长 度 为 him ， 并 且 考 察 函 数 
值 的 序列 

fœ) futhim), fut2him), =, f(X - ham), f(X) 
同 前面 一 样 ， 最 左边 的 值 小 于 或 等 于 零 ， 而 最 右边 的 值 大 于 或 等 于 零 ， 
所 以 ， 必 然 存 在 距离 为 him 的 两 个 相 邻 的 点 和 X,， 其 函数 值 
f Som f(X) 之 0 , Six — b, RICE x, & x X x «X, € X, XX, 
那些 熟悉 用 对 分 法 对 方程 式 求 近似 解 的 人 会 对 柯 西 的 论证 过 程 非常 熟悉 。 

继续 运用 这 种 方式 ， 他 产生 了 一 个 非 减 序列 如 € x €x €x &-- 
和 一 个 非 增 序列 … 和 于 X, & X, S X, X X , KeBPUB BOE fo) S0 
mi f(X,)20, [all] x, X figa) X, x, 2 h/m' 。 当 大 增加 时 ， 这 
个 间隔 显然 减 小 并 趋 近 零 。 柯 西 由 此 得 出 结论 ， 递 增 序 列 和 递减 序列 必 
定 收 敛 于 一 个 共同 的 极限 a。 换 名 话说， 存在 一 点 a， 使 得 
lim x, -a-limX,, 

我 们 暂 不 对 最 后 一 步 作 解释 。 柯 西 在 此 为 我 们 现在 称 为 实数 完备 性 
性 质 假 设 了 另外 一 种 形式 。 柯 西 已 经 理所当然 地 认定 ， 由 于 序列 {%} 和 
{Xj} 的 项 随意 地 相互 接近 ， 它 们 必定 收敛 于 一 个 共同 的 极限 。 也 许 有 人 


94; 微 积 分 的 历程 ， 从 牛顿 到 勒 贝 格 


会 争辩 说 他 相信 这 个 a 点 的 存在 ， 那 就 如 同一 开始 就 简单 地 相信 介 值 定 
理 一 样 ， 是 相信 一 种 没有 经 过 检验 的 直觉 。 但 是 这 样 的 评判 未 免 过 于 苛 
刻 。 柯 西 即使 引用 了 未 经 检验 的 假设 ， 他 至 少 已 将 论证 深 深 地 推进 到 这 
些 中 心 定理 。 如 果 说 他 未 能 扫 清 前 进 道路 上 的 所 有 障碍 的 话 ， 那 么 ， 他 
至 少 扔 掉 了 大 部 分 碍 事 的 扫 涡 。 

为 了 完成 证 明 ， 柯 西 指出 (没有 证 明 ) 点 e 落 在 从 为 到 X 的 原始 区 
间 内 ， 然 后 他 利用 /的 连续 性 得 出 结论 ， 用 现代 的 表示 法 ， 就 是 

f(a)- f | limx, |- Vim f) «0 

f(a)- f | lim X, |- lim f(x) 70 
用 柯 西 的 话说 ， 这 两 个 不 等 式 证 实 “ f(a) 的 值 …… 不 能 不 等 于 零 "。 
此 , 他 证 明了 在 + 和 X 之 间 存 在 一 个 数 a, 满足 f(a) =0。 介 值 定理 的 一 
般 形式 ， 即 连续 函数 了 取 介 于 f(x,) 和 了 (X) 之 间 的 所 有 值 ， 是 由 此 推出 
的 一 个 简单 推论 。 

这 是 -个 蝇 著 的 成 就 。 柯 西 已 经 通过 分 析 方法 在 很 大 程度 上 成 功 地 
证 明了 “不 言 而 喻 的 ”定理 。 正 如 Judith Grabiner 所 说 ; “虽然 证 明 的 技 
巧 简单 ， 而 证 明 的 基本 思想 却 是 革命 性 的 。 柯 西 把 这 种 逼近 方法 改变 成 
完全 不 同 的 东西 :证 明 极限 的 存在 。” 中 


中 值 定理 


我 们 现在 转 到 微 积分 的 另外 一 个 主题 一 一 导数 的 中 值 定理 。 " 柯 西 
在 《无 穷 小 分 析 》 一 书 中 ， 是 从 下 面 的 预备 定理 开始 的 。 
引 理 ”如果 函数 f 在 % 到 久之 间 连 续 ， 令 A 为 ERARE 
最 小 值 ，B 为 f' 在 这 个 区 间 上 的 最 大 值 ， 那 么 
Ee ey 
X -x 
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证 明 我 们 注意 ， 柯 西 提 到 f ， 因 此 他 未 明说 的 假设 是 可 微 一 一 
保证 f 是 连续 函数。 此外， 他 直接 假设 导数 在 区 间 [x,X] 上 达到 最 大 值 
和 最 小 值 。 现 代 的 证 明 方法 会 更 谨慎 地 对 待 这 些 假 设 . 

如 果 柯 西 的 陈述 看 起 来 未 免 衬 见 的 话 ， 那 么 他 的 证 明 则 是 从 众 所 周 
知 的 环节 开始 的 ， 因 为 柯 西 引入 了 两 个 “非常 小 的 数 ” 一 一 6 和 g。 选 择 
如 此 小 的 数 5 和 ce， 使 得 对 于 i<5 的 所 有 正 数 和 介 于 如 和 大 的 任意 x 有 


f'G)-e« [197709 ias (3) 
i 


这 是 柯 西 对 他 的 6 选择 假定 的 一 致 性 条 件 . 导数 的 存在 无 疑 意味 着 ， 
对 于 任意 的 &>0 和 任意 固定 的 x, 都 存在 一 个 大 于 零 的 5 使 得 式 (3) 的 
不 等 式 成 立 。 但 是 这 个 5 既 与 6 有关 ， 又 与 特定 的 点 Xx 有关。 如 果 没有 附 
加 的 结果 或 假设 ， 柯 西 就 不 能 证 明 所 选择 的 单个 5 对 于 整个 区 间 上 的 所 
有 的 x 都 是 适合 的 ， 

尽管 如 此 ， 柯 西 下 一 步 选 择 点 


X «xX«x«-«x «X 
mA, Xd. a-y n-ro o X-xaQ AADRMPOÉET. X 
Tu dmAY*RNHAXO)RASX/f(Q)SBINES, 9&3 
fG))- fx) 
A 7 X 


A-£«f (x)-£« «f (办 )+E< 甩 + 区 


A-£« f')-e« A nd be , (x)*te« B*€ 
X) 7X 


A-E«f (à, )- e £207 fo) 
K-i 


-1 


<f Xa) tE< B+E 


柯 西 然后 指出 :“ 如 果 用 这 些 分 子 的 和 除 以 这 些 分 母 的 和 ， 就 得 到 介 
PARIR A-E 和 B+ 之 间 的 一 个 平均 分 数 .” 这 里 他 利用 了 如 下 事实 : 如 
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Rh >0 (kl, 2, ~,n), JE RR EHE CIE, Wh 
k 


C«Ya, / 》 吕 < 万 将 这 个 结果 应 用 于 上 述 不 等 式 ， 他 求 出 


k=l 
f(x)- ft fG5)- fm) tt f(X)- fx) 
(五 一 为) 十 (2 一石 ) 十 … 十 (全 一 无 


A-E« «B«t& 


ARIS RI A- c e TICU c psc. MEA FUE AOE TIERE 


“由 于 这 个 结果 对 于 无 论 怎 样 小 的 数 e 都 成 立 ， 可 以 断言 表达 式 
HOD-/6) wai E Ae pz." 


这 是 一 个 有 趣 的 论证 ， 这 个 被 一 致 性 问题 困扰 的 论证 还 展示 了 一 位 
天 才 如 何 处 理 不 等 式 和 利用 现在 无 处 不 在 的 & 和 5 得 到 期 望 的 结论 。 如 
果 在 牛顿 和 莱 布 尼 茨 的 早期 就 达到 这 种 程度 的 普遍 性 和 具备 一 定 程度 的 
严格 性 ， 那 么 就 不 会 有 人 感到 困惑 了 。 

柯 西 随后 使 用 这 个 引 理 证 明 他 的 中 值 定理 。 

定理 如果 函数 /及 其 导数 f' 在 x 和 久之 间 连 续 ， 那 么 对 于 介 于 0 
和 1 之 间 的 某 个 0， 我 们 有 


f(X- f %) 
A= 


证 明 根据 一 般 形式 的 介 值 定理 ， f' 连续 性 的 假设 保证 了 f' NE 
必定 取 介 于 它 的 最 小 值 (4) 和 最 大 值 (B) 之 间 的 任何 值 。 按 照 引 理 ， 数 值 
TOR [09 就 是 这 样 一 个 介 值 ， 所 以 ， 正 如 林 西 对 它 的 说 明 “ 存 在 介 


= f'n *&(X -x)] 


FORI E-E EVE 


了 a (4) 
X-X% 


A (4) 中 的 结论 与 现代 教科 书 中 的 结论 的 不 同 之 处 仅 在 于 书写 习惯 
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上 的 差别 ， 现 在 用 c RERIK] x, - (X -x,) ， 其 中 0<08<1 自 然 意味 
Mecce, 

这 就 是 导数 的 中 值 定 理 ， 尽 管 是 在 柯 西 的 导数 连续 性 的 假设 下 证 明 
的 , 这 个 假设 保证 了 ' 取 介 于 A 和 8 之 间 的 所 有 中 间 值 。 事实 上 , 这 个 假 
设 是 没有 必要 的 ， 中 值 定理 的 现代 证 明 没 有 用 这 个 假设 ,也 是 非常 精彩 
的 。 此 外 ， 不 论 导数 是 否 连续 ， 它 们 都 取 所 有 中 间 值 ， 这 是 我 们 将 在 第 
10 章 证 明 的 一 个 引信 注 目的 结果 。 

在 19 世纪 20 年 代 ， 这 些 绚丽 的 结果 尚 不 清晰 ， 而 柯 西 的 见识 在 他 
那个 时 代 是 重要 的 , 但 是 并 非 定论 。 不 过 ， 他 已 经 确定 了 中 值 定理 作为 
严格 的 微 积分 发 展 的 中 心 位 置 ， 这 种 位 置 一 直 保 留 至 今 。 


积分 和 微 积分 基本 定理 


同 柯 西 的 极限 方法 一 样 ， 他 的 积分 定义 也 将 在 整个 微 积分 的 发 展 历 
史 中 掀起 轩然大波 。 我 们 回忆 一 下 ， 当 初 莱 布 尼 茨 将 积分 定义 为 无 限 多 
个 无 穷 小 的 被 加 数 的 和 并 用 符号 | 表示 。 看 起 来 也 许 奇怪 ， 直 到 19 世纪 
初 ， 还 没有 人 从 这 个 角度 来 理解 积分 。 相 反 ， 人 们 一 直 把 积分 主要 看 成 
微分 的 逆 过 程 ， 使 其 在 数学 概念 的 磺 堂 中 处 于 次 要 位 置 。 例 如 ， 欧 拉 在 
他 影响 深远 的 关于 积分 学 的 三 着 教科 书 中 是 以 下 述 定 义 开始 的 。 

定义 ”积分 学 是 从 给 定 微分 的 变量 寻找 变量 自身 的 方法 ， 产 生 这 种 
变量 的 运算 称 为 积分 0” 

欧 拉 认 为 积分 依赖 于 微分 并 且 因 此 而 从 属于 微分 。 

柯 西 不 同意 这 种 观点 。 他 认为 积分 必须 是 独立 存在 的 ， 并 且 有 相应 
的 定义 。 因 此 , 在 19 世纪 即将 消逝 的 时 候 ， 他 发 起 了 一 次 变革 ， 将 积分 
置 于 分 析 学 的 聚光灯 下 。 

他 从 区 间 [x ,六 上 的 连续 函数 着手。 “虽然 连续 性 对 于 柯 西 的 定 
义 是 至 关 重 要 的 ， 但 是 他 显然 没有 假设 f 是 茶 个 其 他 函数 的 导数 。 他 把 
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KERSA ERRI GU n- x75. Bog, s X-as 
并 且 令 
$ — a —3) f 09) * Gs 7x ) f CO6)+( 7 3) f 08) 
tX -x 0f) 

我 们 知道 ， 这 是 这 些 子 区 间 上 函数 图 形 下 方 的 左 侧 和 矩形 面积 之 和 ， 但 是 
在 柯 西 的 《无 穷 小 分 析 》 中 ， 没 有 提 及 此 处 的 几何 意义 ， 也 没有 给 出 现 
在 惯用 的 图 解 。 然 而 ， 他 指出 “$ 的 值 显 然 依 赖 于 : (1) EŻ X — x 
分 成 单元 的 个 数 n; (2) 由 采用 的 划分 方式 决定 的 这 些 单元 的 值 ”"。 他 进 
一 步 宣称 :“ 值 得 注意 的 是 ， 如 果 单 元 的 数值 差别 非常 小 ， 而 单元 数 ne 非 
常 大 ， 那 么 细 分 的 方式 对 5$ 值 的 影响 就 微乎其微 了 。” 

柯 西 给 出 了 支持 最 后 这 个 论断 的 一 个 论证 。 这 个 论证 假定 了 函数 的 
一 致 连续 性 ， 这 就 是 还 没有 被 认识 的 “一 个 5 适合 于 一 切 场合 ”的 条 件 。 
通过 这 种 方式 ， 他 相信 自己 已 经 证 明了 下 面 的 结果 。 


如 果 在 增加 单元 的 数量 时 ， 我 们 无 限 地 减 小 这 些 单元 的 值 [ 即 
多 一 加， X,7-X5 X,-Xj 5 X-x, 的 值 ]， 那 么 8 的 值 最 终 
将 趋 近 某 个 确定 的 极限 ， 此 极限 仅 依赖 于 函数 f(x) 的 表达 式 
和 变量 x 所 能 取 的 极端 值 加 和 X。 这 个 极限 就 是 我 们 所 说 的 定 


积分 
柯 西 继承 了 约瑟夫 “ 傅 里 叶 (1768 一 1830) 采用 [f(x)dx 作为 所 论 


及 极限 的 “最 简单 的 ”记号 。 

柯 西 的 定义 远 非 完 美 ， 多 半 是 因为 它 仅仅 适用 于 连续 函数 。 尽 管 如 
此 ， 它 仍然 是 具有 重大 意义 的 进展 ， 使 得 在 两 个 关键 问题 上 再 无 悬念 
(1) 积分 是 一 种 极限 ，(2) 积分 的 存在 同 反 微分 法 无 关 。 

按照 柯 西 的 一 贯 做 法 ， 他 用 定义 证 明基 本 的 结果 。 其 中 一 部 分 是 一 
般 法 则 ， 例 如 和 的 积分 等 于 积分 的 和 这 样 的 事实 。 其 他 是 一 些 特殊 的 公 
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f, 存在 一 个 介 F0 和 1 之 间 的 值 9 使 等 式 
f, Fd =X -fn (X 2x) (5) 


成 立 。 读 者 会 认 出 这 就 是 积分 的 中 值 定理 。 

甚至 在 不 提出 导数 的 情况 下 就 走 了 这 么 远 ， 这 时 ， 柯 西 作 好 了 把 绝 
妙 的 微分 思想 和 积分 思想 结合 在 一 起 的 准备 。 统 一 的 结果 就 是 我 们 所 说 
的 微 积分 基本 定理 。 作 为 所 有 数学 中 的 重要 定理 之 一 ， 由 历史 上 最 卓越 
的 分 析 学 家 之 一 证 明 ， 这 个 定理 确实 值得 我 们 关注 。"” 

柯 西 照常 从 连续 函数 f 开始， 但 是 这 一 次 ， 他 在 考虑 它 的 积分 时 邻 
积分 的 上 限 为 变量 。 就 是 说 ,他 定义 了 函数 (x) = [^ f(x)dx ， 不 过 为 清 


楚 起见 我 们 现在 将 它 表 示 为 (x) = [ f(Ddt 。 柯 西 证 明 
D(x+0) ~ PX) = fdr- f f (x)dx 
= 上 foder f" fdr- f" f Gods 
- [^ res 


此 外 ， 由 式 (5) 可 知 ， 存 在 介 于 0 和 和 1 之 间 的 8， 使 得 
fdr=(x+a-n) fee 66: a7 x)] - af (x+ 0) 
总 之 ， 对 9 的 某 个 值 有 中 (x+ 8) 下 (x)= @f(x+00)。 
对 柯 西 来 说 ， 最 后 一 个 等 式 说 明 中 是 连续 的 ， 因 为 x 增加 一 个 无 穷 
小 量 就 导致 中 增加 一 个 无 穷 小 量 。 或 者 ， 我 可 以 把 它 写成 
lim[^'(x4 a) - (x) |= lima f (x 62) = lima lim f Gc 6a) 
- lima- f (lim[x--6a]) -0- f () - 0 
Job, BUR 了 在 x EREKE lim f(x 00) 7 f(x). WIE, limb +a) 
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= 中 (x) ， 所 以 中 在 x 连续 。 


但 是 柯 西 在 追求 更 大 的 目标 ， 因 为 进 - 步 推出 
EE IE 
g 


a -0 24 


Q'(x) -lim 
= lim f(x 8a) = f(x) 


为 了 保证 不 使 误解 ， 柯 西 将 上 式 改写 成 
Ef fOr /0 (6) 


这 正 是 微 积分 基本 定理 的 “最 初 形式 "。 在 式 (6) 中 ,微分 和 积分 的 反 
向 性 质 跃然 纸 上 。 

对 积分 进行 微分 之 后 ， 柯 西 下 一 步 说 明 如 何 对 导数 积分 。 他 从 一 个 
他 称 之 为 “问题 ”的 简单 而 重要 的 结果 人 手 。 

问题 ”如果 外 的 是 一 个 导数 处 处 为 零 的 函数 ， 那 么 o CEU 

证 明 ”我 们 在 函数 定义 域 中 国定 一 点 区 。 如 果 x 是 定义 域 中 另外 一 
点 ， 那 么 中 值 定理 (4) 保证 在 0 和 1 之 问 存 在 一 个 9 使 得 

W(x) - aXx,) 
X-X, 

所 以 ，ow(D = wm) 。 柯 西 继续 他 的 证 明 ， 对 于 所 有 的 x, “如 果 指定 党 
Wax) c. 那么 ex)=c”。 总 之 ，w 正 如 要 求 的 那样 为 常 值 函数 。 

他 现在 作 好 了 建立 微 积分 基本 定理 第 二 种 形式 的 准备 。 柯 西 假设 函 
Bf 是 连续 函数 ， 而 F 是 对 所 有 x 具有 F'(x)= f 0) 的 函数 。 如 果 
Da) = | fde, EAR (6) Jai b'G) — fa). 4r 09) 7 90) - FG) , 


柯 西 推导 出 


=W [x, *0(x-x,)] - 0 


Q'(x) - 'Q)-F'()- f(x)- f(x)=0 
因此 ， 存 在 一 个 常数 c 使 得 c = aXx) - (x) - FG). fib x - x RAS 
这 个 等 式 ， 得 到 
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c7 6(,)- Fx) 7 | fG0dx- FG) 07 FG) 7 -F) 


EEH f fG)dx- 6G) = FG) «c» FG)- FG) 。 将 积分 上 限 改 成 X 以 
后 ， 柯 西 得 到 了 他 想 要 的 结果 : 
| Fd = FX) - F) (7) 


(16) fn) 一 人 jz)dz 二 F(z) 十 可 (z)， 


Si, de plus, les fonctions f(z) et F(x) sont l'une et l'autre continues 
entre les limites z 一 z,, z = X, la fonction f(x) sera elle-même con- 
tinue, et par suite s(x) = f(x) — F(x) conservera constamment la 
méme valeur entre ces limites, entre lesquelles on aura 


m(z)—w(z,), 
$(z) —F(xr)—-3(5)—F(z)-—-—F(x)  3(r)—-F(r)—F(z) 


(7) f f(z)dz — F(z) — F(z,). 


Enfin, si dans l'équation (17) on pose z — X, on trouvera 


X 
(18) T f(z)dz 2 F(X) — F(s.) 


柯 西 对 微 积分 基本 定理 的 证 明 (1823) 


为 了 看 出 反 向 关系 ,我们 仅 需 用 严 '(z) 代替 f(x) ， 并 将 式 (7) 写成 
| PCDdxr= FOO - FG) 。 基 本 定理 的 这 种 形式 对 导数 进行 积分 , 因此 
是 对 它 先 前 形式 的 补充 。 

所 以 ， 当 对 从 罗 到 X 的 区 间 上 的 连续 函数 积分 时 ， 如 果 求 出 一 个 
反 导数 F， 那 么 我 们 可 以 简化 柯 西 给 出 的 用 区 间 上 的 “单元 ”以 及 求 和 
与 求 极限 的 复杂 的 定义 。 在 这 种 适宜 的 条 件 下 ， 求 积分 的 值 变 成 轻 而 易 
ZR, RER A X 代入 正 即 可 。 甚 至 可 以 说 式 (7) 代表 全 部 数 
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学 中 最 大 的 简化 。 

虽然 基本 定理 在 微 积分 的 任何 严格 推导 中 都 是 名 副 其 实 的 顶峰 ， 但 
是 我 们 还 是 要 从 分 析 学 的 另外 -- 隅 来 结束 本 章 ， 就 是 柯 西 有 着 重大 影响 
的 领域 : 无 穷 级 数 。 


两 个 收敛 判别 法 


像 牛 顿 、 莱 布 尼 蒋 和 欧 拉 这 些 前 辈 们 一 样 ， 柯 西 也 是 一 位 无 穷 级 数 
的 大 师 。 但 是 与 他 的 前 辈 们 不 同 ， 他 认识 到 必须 遵 慎 对 待 收敛 和 发 散 的 
问题 ， 以 免 发 散 级 数 把 数学 家 们 引 和 人 歧途 。 柯 西 处 在 这 样 一 个 位 置 上 ， 
提供 级 数 收敛 判别 潜 似 和 平 是 他 义不容辞 的 责任 ， 而 柯 西 在 这 条 战线 上 果 
然 不 负重 望 。 | 

首先 我 们 必须 就 柯 西 对 无 穷 级 数 之 和 的 定义 说 几 名 话 。 早 期 的 数学 
家 们 在 计算 特殊 级 数 中 具有 令 人 惊异 的 智慧 ， 在 处 理 这 些 级 数 时 往往 从 
整体 上 把 它们 当 作 单个 表达 式 ， 这 种 表达 式 的 特性 或 多 或 少 地 同 对 应 的 
有 限 项 级 数 相 似 。 对 柯 西 来 说 ，》>w 的 意义 非常 微妙 。 它 需要 有 一 个 精 


确 的 定义 ， 以 便 不 但 确定 它 的 值 ， 而 且 确 定 它 是 否 确实 存在 。 
柯 西 的 方法 如 今 是 众所周知 的 。 他 引信 了 部 分 和 序列 
S = ugs S, = uy tu, S, muy c buy, EOD AS, - S 


然后 把 无 穷 级 数 的 值 定义 为 这 个 序列 的 极限 ， 即 六 xx m lim S, = 
limS 3 只 要 极限 存在 ， 而 在 这 种 情况 下 ， “级 数 称 为 收敛 的 ， 极限 uisi dgio 


称 为 级 数 的 和 ”。"” 同 柯 西 对 导数 和 积分 的 处 置 一 样 ， 他 在 极限 的 牢固 
基础 上 建立 了 无 穷 级 数理 论 。 
这 是 一 个 富有 独创 性 的 见解 ， 尽 管 在 这 个 过 程 中 柯 西 犯 了 -个 琉 忽 
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的 错误 。 他 根据 部 分 和 相互 越 来 越 接近 的 事实 ， 就 一 次 又 一 次 地 断言 部 
分 和 的 极限 存在 。 他 所 说 的 越 来 越 接近 是 指 对 于 任意 &> 0,， 存在 一 个 下 
ERN, 使 得 对 于 所 有 的 之 1 ，5， 和 5 之 间 的 差 都 小 于 e。 出 于 对 他 的 
敬意 ， 我 们 现在 把 具有 这 种 特性 的 序列 称 为 “ 柯 西 序列 ”。 

然而 ， 他 并 役 有 对 项 之 间 相 互 任意 接近 的 序列 就 一 定 收敛 于 某 个 极 
限 的 思想 提供 证 明 。 正 如 上 面 指出 的 ， 这 个 条 件 是 完备 性 性 质 的 另 一 种 
形式 ， 是 极限 理论 的 逻辑 基础 ， 因 此 现在 是 支撑 微 积分 理论 的 基础 。 对 
现代 数学 家 来 说 ， 完 备 性 是 必须 得 到 解决 的 ， 不 论 是 从 一 个 更 基本 的 实 
数 定义 导出 它 还 是 把 它 作为 一 个 公理 接受 。 人 们 可 能 认为 ， 柯 西 或 多 或 
少 是 采用 后 面 一 种 做 法 ， 尽 管 在 显 式 假定 某 件 事 〈 作 为 一 个 公理 ) 或 者 
隐 式 包含 它 〈 作 为 一 种 失误 ) 之 间 存 在 差别 。 

在 任何 情况 下 ， 他 都 将 柯 西 序列 收敛 作为 不 需 证 明 的 事实 。 具 有 讽 
刺 意 味 的 是 对 于 我 们 用 他 的 名 字 命名 的 序列 ， 他 却 没有 完全 理解 。 但 是 
这 个 讽刺 不 但 没有 降低 他 的 声望 ， 反 个 增强 了 我 们 先前 的 看 法 ， 就 是 难 
解 的 思想 需要 假 以 时 日 才能 至 于 成 熟 。 

以 这 段 开 场 白 作为 开端 ， 我 们 现在 考察 柯 西 用 于 证 实 无 穷 级 数 收 敛 
的 两 个 检验 法 。 这 两 个 证 明 都 是 基于 对 非 负 项 级 数 的 比较 检验 法 ， 这 个 


检验 法 说 明 ， 如 果 对 所 有 的 都 有 0< a, <b, ELAR Y b ct, AR 
么 Ya, 也 收敛 .现在 ,比较 检验 法 是 通过 前 面 提 及 的 完备 性 性 质证 明 的 ， 


并 且 它 仍旧 是 证 实 级 数 收敛 的 最 容易 的 方法 之 一 。 
柯 西 将 我 们 的 第 一 个 结果 一 一 根 检验 法 叙述 如 下 。 
定理 ”对 于 无 穷 级 数 ww ru tutu etu eo RUD X 
lu [^ = fu, | 收敛 到 的 一 个 极限 或 一 些 极限 ,并 且 令 4 为 这 些 极限 中 的 最 


大 者 。 那 么 ， 当 <1 时 级 数 收敛 ， 当 4>1 时 ， 级 数 发 散 。5 


04 ， 微 积分 的 历程 ， 从 牛顿 到 勒 贝 格 


在 继续 进行 之 前 ， 我 们 需要 证 清 几 点 事实 。 第 --， 柯 西 没有 像 我 们 
这 样 用 绝对 值 记号 。 他 用 p, deu, 的 “数值 ”或 者 “ 模 *， 并 且 通 过 o, 
表示 根 检验 法 的 结构 。 自 然 ， 这 无 非 是 一 种 符号 约定 , 没有 实质 性 差别 。 
也 许 鲜 为 人 知 的 是 他 把 4 称 为 极限 中 的 最 大 者 。 同 样 ,我 们 如 今 对 4 
有 一 个 术语 上 极限 ， 并 且 用 4=limsuplu.| 3 A = limo, |^ (CERTE 


文字 描述 。 
对 于 不 熟悉 这 个 概念 的 读者 ， 举 个 例子 会 有 助 于 理解 。 假 定 我 们 考 
I-b dX X. b. 1l 
察 无 穷 级 数 a, = th 


HA 3 的 某 个 乘 方 的 倒数 和 2 的 某 个 乘 方 的 倒数 。 可 以 看 出 ， 级 数 的 项 
Hg, Hi, U2, U3, … 服从 下 述 规则 
M de kz0,12, -- 


k z 0, 1, 2, 


g Wap 一 zu 


RAR 
果 仅 看 奇数 下 标 项 ， 我 们 得 到 根 的 极限 为 Lim "7 = 3 。 用 现代 的 
说法， 序列 人 | 有 一 个 收 全 于 二 的 子 序列 和 另 一 个 收敛 于 的 子 序 


列 。 在 这 个 例子 由， 的 较 大 值 是 4 = 了 。 


柯 西 在 《无 穷 小 分 析 》 一 书 中 对 根 检验 法 的 证 明 同 现代 教科 书 中 的 
证 明 实 质 上 是 一 样 的 。 他 从 0< A <1 的 情况 开始 ,然后 固定 一 个 数 w， 使 
得 4<J<1。 他 的 关键 发 现 是 如 果 |u,| ”的 “最 大 值 最 终 不 变 得 小 于 u^, 
那么 “就 不 能 无 限 地 趋 近 极限 加。 作为 一 个 推论 ， 他 知道 存在 这 样 一 个 
Hm, ERRAN 2m, SIS [^ <u, BAS | «a. RE, 
他 考察 两 个 无 穷 级 数 
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luu | haus] aui] + su +u” +u” Tn 


其 中 ， 右 边 的 等 比 级 数 由 于 4<1 而 收敛 。 根 据 比较 检验 法 ， 柯 西 推出 
Ys] ica. Rit Šu, bka. ü>, dm Ael, MARAKA. D 


| ESEE l l 
1 TERES dad unig i. 1 十 … 收敛 ， 因为 4= 1/2., 
如 ， 级 数 3 4 27 16 243 64 2187 


他 对 级 数 发 散 情况 〈 4 > 1) 下 的 证 明 是 相似 的 。 为 了 显示 根 检验 法 
四 (k) 
HERE, BITSEDRCWGE SHETRGE BERN RE RC Rt) r 


EKA E, I AID HE M BERE SUSCI EEE Ah T. 
还 有 一 些 其 他 的 收敛 检 验 法 分 散在 柯 西 的 选集 中 ， 例 如 比率 检验 法 


(归功 于 达 朗 贝尔 ) 和 柯 西 并 项 检验 法 。 中 后 面 一 种 检验 法 从 级 数 天 


着 手 , 其 中 Zu, Zu, 宇 … 之 0 是 正 项 的 非 增 序列 。 柯 西 证 明了 原 级 数 
与 “并 项 的 ”级 数 4 +24 + 4u, +8u, 2 ws. +… 同 时 收敛 或 者 同时 
发 散 。 在 这 和 情况 下 ， 对 一 些 项 的 子 集 选 择 的 某 些 倍数 告诉 我 们 全 部 需要 知 
道 的 原始 无 穷 级 数 的 特性 。 这 似乎 太 奇 妙 了 ， 以 至 令 人 难以 置信 。 

在 结束 本 节 时 我 们 介绍 柯 西 成 就 中 一 个 不 太 知 名 的 收敛 检验 靶 。 这 
个 检验 法 再 次 展示 他 在 这 个 主题 上 无 穷 的 的 力 。" 


定理 IR Yu, R 一 个 正 项 级 数 ， 它 的 项 满足 lim -eu 


>- ln(1/k) 


-h-1; 


那么 级 数 收敛 。 
证 明 同根 检验 法 一 样 ， 柯 西 找到 一 个 在 1 与 h 之 间 的 “缓冲 区 ”， 
并 选择 其 间 的 一 个 实数 a ( 1<a<h ) 。 这 保证 存在 一 个 正 整 数 m， 使 得 


In(u, ) i 
— k 
对 于 所 有 的 之 m， 有 > 。 由 此 ， 他 注意 到 
In(u) — -In(u,) ] Ed 
^hü/k) ink LI M 
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对 不 等 式 两 端 取 宏 ， 他 推导 出 Fe 所 以 对 于 所 有 的 k 宇 m 都 有 
A eum 但 是 ,由 于 a>1， 2 CLERA p RAO 收敛 ， 所 以 由 比 
较 检验 法 可 知 原 级 数 Yu Ks. : 


作为 ur 其 中 p >1。 柯 西 检验 法 要 求 我 


fkm EER ， 这 进而 提示 我 们 首先 对 商 
t=»  ]n(1/k) 
In[In(k)/ k?] L Inf[ln(k)]- pln(k) | ., In[In(k)] In(In(k)] 4: 


In(1/ k) —ln(k) In(k) 


进行 简化 。 根 据 洛 必 达 法 则 ， im [UBI p] p>, 由 柯 西 检验 


x 


收敛 。 这 是 一 个 很 有 趣 的 结果 。 


NM Edid OMNEA con 
BE, RPE DR Ao — C UGROK s n D FAE, EXE 
上 ， 对 于 柯 西 的 影响 力 的 证 明 ， 莫 过 于 他 取得 的 那些 “最 大 的 成 果 ” 如 
今 成 为 分 析 学 这 门 学 科 的 核心 和 灵魂 。 依 据 极 限 的 思想 ， 他 建立 了 初等 
实 分 析 ， 所 用 的 方法 人 们 至 今 还 在 效仿 。 正 如 Eric Temple Bell 作出 的 愉 
如 其 分 的 评论 ， 柯 西 处 于 舞台 的 中 央 ， 这 也 是 这 一 章 成 为 本 书 最 长 一 章 
的 原因 。 很 难 有 别 的 选择 。 

这 把 我 们 的 目光 引 向 未 来 。 所 有 这 些 赞赏 不 是 上 暗示 我 们 ， 柯 西 之 后 
探索 就 终止 了 。 至 少 在 三 个 前 沿 领域 尚 有 工作 有 竺 完成。 这 便 是 接 下 来 
的 几 章 将 要 讨论 的 题材 。 

首先 ， 他 的 定义 可 以 用 更 一 般 的 形式 给 出 ， 而 他 的 证 明 可 以 按 更 严 
格 的 方式 进行 。 例 如 ， 积 分 的 一 个 贺 满 的 定义 应 该 不 限于 对 连续 师 数 ， 
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并 且 一 致 性 的 困扰 问题 必须 得 到 证 清和 解决 。 这 些 任 务 将 主要 落 到 德国 
数学 家 格 奥 尔 格 " 弗 雷 德里 希 " 波恩 哈 德 。 黎 曼 和 卡尔 。 魏 尔 斯 特 拉 斯 
PARI. E. 在 一 定 的 意义 上 ， 他们 对 数学 的 精确 性 给 出 了 权威 的 诠释 。 

其 次 ， 柯 西 提出 的 关于 连续 性 、 可 微 性 和 可 积 性 更 具 理 论 意义 的 研 
究 方法 ， 激 励 着 那些 继续 寻找 这 几 种 概念 之 间 的 内 在 联系 的 人 。 这 样 的 
联系 在 整个 19 世纪 将 使 数学 家 们 魂 牵 梦 绕 , 而 他 们 得 到 的 定理 和 反例 将 
会 带 来 大 量 的 惊奇 。 

最 后 ， 出 于 理解 实数 完备 性 的 需要 ， 提 出 了 关于 实数 根本 性 质 的 问 
题 。 这 些 同 题 的 答案 同 后 来 的 集合 论 的 结合 ， 将 要 改变 分 析 学 的 面 魏 ， 
尽管 ， 活 跃 在 1840 年 前 后 的 数学 家 们 并 没有 意识 到 一 场 革命 即将 来 临 。 

但 是 ,任何 活跃 在 1840 年 前 后 的 数学 家 都 知道 柯 西 。 关 于 这 个 方面 ， 
我 们 要 引用 数学 史 专 家 Carl Boyer 的 权威 性 评论 ， 他 在 其 微 积分 发 展 史 
研究 的 经 典 著作 中 写 道 : “ 柯 西 通过 [他 的 ] 研 究 成 果 , 对 这 门 学 科 产 生 的 
影响 超越 了 当今 任何 其 他 人 。”™ 

从 很 实际 的 意义 上 说 ， 所 有 后 来 的 人 都 算是 他 的 门徒 。 
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格 奥 尔 格 “ 弗 雷 德里 希 " 波恩 哈 德 。 黎 曼 (1826—1866) 


在 我 们 的 故事 叙述 到 这 里 的 时 候 ， “函数 ”已 经 在 分 析 学 中 占据 了 举 
足 轻重 的 位 置 。 乍 看 起 来 ， 它 像 是 一 个 简单 的 甚至 平淡 无 奇 的 概念 。 但 
是 ， 当 函数 大 家 族 繁衍 得 越 来 越 复杂 和 越 来 越 奇特 时 ， 数 学 家 们 意识 到 
他 们 只 不 过 抓 到 了 一 只 函数 概念 老虎 的 尾巴 。 

为 清楚 地 勾勒 这 一 演化 过 程 ， 我 们 简要 地 回顾 -下 函数 的 起 源 。 正 
如 我 们 所 看 到 的 , 像 牛顿 和 莱 布 尼 芯 这 样 一 些 17 世纪 的 学 者 们 相信 , 他 
们 创立 的 新 学 科 的 原始 研究 材料 就 是 曲线 ， 这 个 来 自 于 几何 或 直观 方法 
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的 概念 将 会 被 后 来 的 分 析 学 家 们 据 弃 。 

在 很 大 程度 上 由 于 欧 拉 的 影响 , 人 们 的 注意 力 才 从 曲线 转移 到 函数 。 
这 一 观点 上 的 重大 转变 是 从 他 的 《无 穷 小 分 析 引 论 》 一 书 出 版 开始 的 ， 
书 中 把 实 分 析 学 定位 为 对 函数 及 其 特性 的 研究 。 

欧 拉 对 这 个 问题 的 论述 最 早出 现在 这 本 《 引 论 》 中 。 他 首先 区 分 了 
常量 ( ”始终 保持 癌 一 个 值 ”的 量 ) 和 变量 (“不 确定 的 或 通用 的 可 以 取 
任何 值 的 量 ")， 然 后 提出 如 下 定义 : 变量 的 函数 是 由 变量 与 数值 或 常量 
以 任何 方式 构成 的 解析 表达 式 。W 他 给 出 了 一 些 函 数 例子 ， 像 a+3z ， 
qz+bya-z? 以 及 cz 

这 些 思想 对 于 “曲线 ”来 说 是 一 种 巨大 的 进步 ， 并 且 代 表 着 代数 方 
法 对 于 几何 方法 取得 的 成 功 。 然 而 ， 他 的 定义 需要 通过 解析 表达 式 来 界 
定 函数 ， 即 用 公式 表示 晴 数 。 这 样 一 种 界定 方式 使 数学 家 们 陷 人 某 些 稀 


> 
奇 古 人 怪 的 困境 。 例如, 图 7-1 TO s 曾 被 认为 是 不 


x 
连续 的 ， 这 不 是 因为 它 的 图 形 跳 变 而 是 因为 它 的 公式 跳 变 。 自 然 ， 按 照 
现代 的 ( 即 柯 西 的 ) 定义 ， 这 个 函数 是 完全 连续 的 。 更 粳 糕 的 是 ， 像 柯 
西 所 说 的 那样 ， 我 们 还 可 以 把 这 个 函数 用 单一 的 公式 g(x) = Vxz 表示。 
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看 起 来 有 充足 的 理由 对 于 函数 究竟 是 什么 采用 某 种 更 加 开放 和 宽松 
的 观点 。 欧 拉 在 给 出 上 述 定 义 几 年 之 后 ， 朝 这 个 方向 迈 出 了 一 步 。 他 在 
1755 年 的 《微分 学 基础 》 这 本 教材 中 写 道 : 


那些 依赖 于 其 他 量 的 量 ……， 即 那些 当 其 他 量变 化 时 随 之 改变 
的 量 ， 称 为 这 些 量 的 函数 ， 这 个 定义 适用 的 范围 更 宽 ， 并 且 包 
含 一 个 量 可 以 由 其 他 量 确定 的 所 有 方式 。 癌 


重要 的 是 要 注意 ， 欧 拉 这 一 次 没有 明确 提出 解析 表达 式 ， 尽 管 他 在 
函数 的 例子 中 再 次 给 出 像 y=x 这样 大 家 熟悉 的 公式 。 

斗 转 星 移 ， 当 历史 从 18 世纪 进入 19 世纪 的 时 候 ， 函 数 重新 出 现在 
现实 世界 的 弦 振动 和 热 扩 散 等 一 些 问 题 的 研究 中 。 这 个 故事 已 经 被 重复 
讲述 过 多 次 了 例如， 参见 [3] 和 [41)， 因 此 ， 我 们 在 这 里 仅 关注 函数 演 
义 中 的 关键 人 物 一 一 约瑟夫 ， 傅 里 时。 他 开始 相信 定义 在 -ae 和 a 之 间 的 
任何 函数 (无论 它 代表 一 条 弦 的 位 置 ， 还 是 一 根 杆 中 的 热 分 布 ， 甚 至 某 
种 完全 “任意 的 ”东西 ) 都 可 以 表示 成 我 们 现在 所 谓 的 傅 里 叶 级 数 : 


nnx 


l I nux 
f-7« Ma co- +h "A 


其 中 系数 as RU b, 由 
a, =+ [f ()cos as 和 b, =+ /sin as (1) 
aUe G qe a 


给 定 。 为 了 不 使 他 的 读者 对 这 种 表示 的 普遍 性 程度 产生 错觉 ， 傅 里 叶 解 
释 他 的 结果 适用 于 “一 个 完全 任意 的 国 数 ， 也 就 是 说 ， 一 组 连续 的 已 知 
值 ， 不 论 它 们 是 否 服从 某 个 共同 的 定律 。 他 接着 将 国 数 了 = f 09 fro RR 
述 为 一 个 接 一 个 的 值 ， 它 们 “以 任何 可 能 的 方式 出 现 ， 并 且 其 中 的 每 个 
值 如 同一 个 单一 的 量 给 出 ”。 中 

这 个 解释 扩展 了 “已 故 欧 拉 ” 对 于 函数 的 见解 :函数 可 以 在 定义 域 
的 任何 点 上 随意 取 值 。 在 另 一 方面 ， 并 不 清楚 式 (0) 中 的 公式 是 否 总 是 
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成 立 。 系 数 a 和 4b 为 积分 式 ， 但 是 ,我 们 怎么 知道 这 些 积分 对 一 般 函 数 
都 是 有 意义 的 ? 傅 里 叶 在 这 里 至 少 隐 讳 地 提出 了 定 积分 的 存在 问题 ， 或 
者 按 现代 的 术语 ， 函 数 是 否 可 积 的 问题 。 

如 前 所 述 ， 傅 里 叶 错误 地 夸大 了 他 的 例子 ， 因 为 不 是 所 有 图 数 都 可 
以 表示 成 傅 里 叶 级 数 ， 也 不 是 所 有 函数 都 可 以 按 式 (1) 的 需求 积分 。 此 
外 ， 他 同 以 前 的 欧 拉 一 样 ， 实 际 上 把 自己 限制 在 一 些 很 常规 的 和 具备 良 
好 特性 的 函数 的 例子 上 。 若 是 要 理解 一 个 真正 “任意 的 ” 销 数 的 概念 ， 
那么 必须 有 人 给 出 一 个 这 样 的 函数 。 


狄 利 殉 雷 函数 


此 人 就 是 彼得 。 古 斯 塔 夫 - 勒 热 纳 * 狄 利克 雷 〔1805 一 1859) ， 他 是 
一 位 才华 横 溢 的 数学 家 ， 曾 在 德国 师 从 高 斯 ， 在 法 国 向 传 里 叶 学 习 。 猴 
利克 雷 在 其 生 中 对 数学 的 很 多 分 支 作出 过 贡献 ， 从 数论 到 分 析 ， 再 到 
这 两 门 学 科 的 奇妙 结合 一 我 们 可 以 把 它 怡 如 其 分 地 称 为 解析 数论 。 

这 里 我 们 仅 考察 狄 利克 雷 1829 年 的 论文 “ 论 三 角 级 数 的 收敛 性 ,这 
种 级 数 表示 一 个 介 于 已 知 界限 之 间 的 任意 函数 ”中 的 一 部 分 。 中 在 这 篇 
论文 中 ,他 讨论 了 函数 的 可 表示 性 问题 ,用 像 式 〔1) 那样 的 一 个 傅 里 叶 
级 数 表示 函数 ， 以 及 其 中 隐 含 的 决定 系数 的 那些 积分 是 否 存在 的 问题 。 

回忆 一 下 ， 柯 西 是 对 于 定义 在 区 间 [&, B] 上 的 连续 函数 定义 他 的 积 
分 的 。 用 我 们 现在 所 谓 的 “反常 积分 ”, 柯 西 将 其 思想 扩展 到 在 区 间 [oH 
上 具有 有 限 个 不 连续 点 的 函数 。 例 如 ， 若 函数 /在 区 间 [a, P] 内 除了 一 
个 点 r 外 连续 (如 图 7-2 所 示 ) ， 那 么 柯 西 将 积分 定义 为 

|? fd = f fodret f fde s lim f' /Godx- lim [^ r6)à: 


其 中 假设 所 有 的 极限 存在 。 如 果 在 < <<…< 不 连续 ,我 们 将 
积分 类 似 地 定义 为 
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| rex [^ fedet [^ fde [^ fdt [^ fonds 


y sfix) 


E ollas 


( 
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& 
—- 


7-2 


然而 ， 如 果 函 数 在 区 间 [2, P] 上 具有 无 限 多 不 连续 点 ， 柯 西 积分 就 
不 适用 了 。 狄 利克 雷 提 出 可 以 用 一 种 新 的 包容 性 更 强 的 积分 理论 来 处 理 
此 类 函数 ， 这 种 理论 同 “无 穷 小 量 分 析 的 基本 原理 ”相关 。 他 从 来 没有 
在 这 个 方面 提出 过 什么 思想 ， 也 从 来 没有 指出 过 如 何 对 高 度 不 连续 的 也 
数 积 分 。 但 是 ， 他 给 出 了 一 个 说 明 这 种 情况 存在 的 例子 。 

他 写 道 : “假定 当 自 变量 x 取 有 理 数 时 ， 函 数 oa) 等 于 一 个 确定 的 
常数 c， 当 自 变 量 x 取 无 理 数 时 ， 函 数 oa 等 于 另 一 个 确定 的 常数 4。” 
口 这 就 是 我 们 现在 所 说 的 狄 利克 雷 函 数 ， 它 可 简单 地 表示 成 

ya = Ta 
d, x 为 无 理 数 

根据 傅 里 叶 的 定义 ， 乡 当然 是 一 个 函数 : 对 于 每 一 个 x 都 存在 一 个 
对 应 的 y， 虽 然 这 种 对 应 不 是 来 自 { 显 式 的 ) 解析 公式 。 但 是 ， 由 于 在 
数 轴 上 无 理 数 与 有 理 数 完全 掺 合 在 一 起 一 一 在 任意 两 个 有 理 数 之 间 必 然 
存在 一 个 无 理 数 ， 反 之 亦 然 一 一 所 以 ， 不 可 能 画 出 这 个 函数 的 图 形 来 。 
因此 当 我 们 从 任何 区 间 上 移动 时 ， 不 论 这 个 区 间 多 么 小 ，$ 的 图 形 总 是 
在 c 和 4 之 间 无 限 地 来 回 跳 变 。 这 样 的 情况 是 不 能 画 出 图 形 的 ， 其 至 是 


(2) 
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无 法 想象 的 。 

更 糟糕 的 是 ，p 根 本 不 存在 连续 的 点 。 这 同样 是 由 于 有 理 数 和 无 理 
数 的 混杂 造成 的 。 回 忆 一 下 , 柯 西 用 lim[g(x+ 忆 -CD]= 0 定义 乡 在 一 点 
连续 。 当 ;向 0 移动 时 , 它 穿越 无 限 多 有 理 数 点 和 无 理 数 点 。 因 此 , Go) 
急剧 地 来 回 跳 变 ， 所 以 论 及 的 极限 不 仅 不 等 于 零 ， 甚 至 也 不 存在 。 由 于 
对 于 任意 的 x 都 是 这 种 情况 ， 所 以 这 个 函数 没有 连续 的 点 。 

这 个 例子 的 意义 是 双重 的 。 首 先 ， 它 表明 传 里 叶 的 任意 函数 的 思想 
已 经 成 为 处 理 它 的 有 效 方法 。 在 狄 利克 雷 之 前 ， 即 使 是 那些 支持 更 普通 
的 函数 概念 的 人 ， 按 照 数学 史家 Thomas Hawkins 的 说 法 ,“ 也 没有 认真 
理解 这 种 思想 的 含义 "。 四 对 比 之 下 ， 狂 利克 雷 指出 函数 范围 比 任何 人 想 
象 的 都 更 为 广阔 。 其 次 ， 他 的 例子 显示 了 柯 西 方法 对 积分 的 不 足 之 处 。 
也 许 ， 应 该 重建 积分 的 定义 ， 以 免 将 数学 家 们 仅仅 局 限于 对 连续 函数 的 
积分 或 者 对 只 有 有 限 多 个 不 连续 点 的 函数 的 积分 。 

正 是 狄 利克 雷 的 优秀 学 生 ， 有 着 长 长 名 字 的 格 奥 尔 格 弗 雷 德里 
希 ， 波恩 哈 德 。 黎 曼 (1826—1866) 接受 了 这 个 挑战 。 黎 曼 试 图 找到 不 
需要 预先 假设 函数 必须 如 何 连续 就 定义 积分 的 途径 。 使 可 积 性 同 连续 性 
分 离 是 一 种 大 胆 的 、 极 有 创见 的 思想 。 


REH 
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演 ” 这 篇 高 水 平 的 学 术 论 文中 ， 把 这 个 问题 简单 地 陈述 为 :“ 如 何 理解 
[Sd ”四 他 假定 函数 /在 闲 区 间 [a, 菇 是 有 界 的 ， 由 此 提出 他 的 答 
案 。 
首先 ， 他 在 区 间 [a,b] ARER RIME ax «x, «- «x, «5. 
这 样 一 个 细 分 现在 称 之 为 划分 。 他 把 得 到 的 子 区 间 的 长 度 用 人 =a， 
Ó,-x,-x,0,2x3,—x, 7, 6, 2b-x, SOR, FP, R65. 5n 
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5 为 0 和 1 之 间 的 一 系列 值 ， 这 样 ， 对 每 一 个 6& ， 数 Xx.1+éai6, 位 于 
x,4,10:0, = , fx, «1-0, 2x, (x 7x) x, ZIRI, AR, 
x, *6,0 8 TE T- CIR) [x , x, | 内 。 然 后 ， 他 引入 

S - flates) *Ó f(x, +E) t ó,f (x, ted) 

++i f(x, 6, 0,) 

读者 会 认 出 这 正 是 我 们 现在 (恰当 地 ) BIERRYX RON, WE 7-3 所 示 ， 
它 是 不 同 子 区 间 上 的 所 有 和 矩形 面积 的 总 和 ， 其 中 第 个 矩形 的 底 为 6. ， 
B f, t£). 
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至 此 ， 黎 曼 就 给 出 他 的 关键 定义 : 


如 果 这 个 和 具有 这 样 的 性 质 : 无 论 怎样 选择 E, HAt 
无 穷 小 时 它 无 限 地 接近 一 个 固定 值 4， 那 么 ， 我 们 称 这 个 固定 
iiA fi Sde. 如 果 这 个 和 不 具备 这 样 的 性 质 ， 那 么 | 7(zjdr 
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这 是 黎 曼 积分 的 首次 出 现 ， 而 现在 在 任何 微 积分 学 教程 中 ， 甚 至 在 
任何 实 分 析 引 论 中 ， 它 都 占据 着 突出 的 位 置 。 很 明显 ， 这 个 定义 没有 对 
连续 性 作 任何 假设 。 与 柯 西 不 同 ， 对 黎 曼 来 说 ， 连 续 性 并 不 成 为 一 个 问 
题 。 

回 到 函数 f 和 划分 a<x <x,<…<x b, RRIA D 作为 函数 
在 a 入 之 间 的 “最 大 振幅 ”。 用 他 的 话说 ，D, 是 “在 这 个 区 间 内 函数 f 
的 最 大 值 和 最 小 值 之 差 "。 同 样 ，D,, D, s D, 是 函数 了 在 子 区 间 
[x xS]; Ds x]. Dao 25] 上 的 最 大 振幅 ， 同 时 他 令 D 为 函数 f (E 
AEA [ab] 上 的 最 大 值 与 最 小 值 之 差 。 显 然 D D, ， 因 为 函数 f ET 
区 间 上 的 振幅 不 可 能 超过 它 在 整个 区 间 [a, b]. 上 的 振幅 。 

现代 数学 家 也 许 会 更 谨慎 地 定义 这 些 振 幅 。 由 于 假设 函数 S EAR 
的 , 我 们 从 极端 重要 的 实数 完备 性 性 质 可 知 实数 集 { 7(Cxjlxze [x x, l} 同 
时 具有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 。 然 后 令 D, 为 这 两 者 之 间 的 差 。 然而, 在 19 
世纪 中 叶 ， 这 个 方法 并 不 可 行 ， 因 为 最 小 上 界 和 最 大 下 界 一 一 我 们 现在 
分 别称 为 上 确 界 和 下 确 界 一 一 的 概念 尚未 确立 ， 邑 使 已 经 发 现 它们 ， 也 


只 不 过 停留 在 模糊 的 几何 直觉 上 。 
虽然 如 此 ， 黎 曼 引 入 了 新 的 和 
R=6D +0,D, * D, *---*Ó,D, (3) 
如 图 7-4 所 示 ,R 是 函数 在 每 个 子 区 间 上 的 最 大 值 和 最 小 值 之 差 所 确定 的 
阴影 区 域 的 面积 。 | 


下 一 步 ， 他 令 4d > 0 为 一 个 正 数 ， 并 且 考 察 区 间 [a, 8] 上 所 有 满足 
max{6,， 6,, à, …, 6,} 三 d 的 划分 。 就 是 说 ， 他 考察 那些 最 宽 子 区 间 的 
长 度 为 4 或 者 小 于 4 的 划分 。 回 到 现代 术语 ， 我 们 把 一 个 划分 的 范 数 定义 
为 划分 的 最 大 子 区 间 的 宽度 ， 所 以 ， 黎 曼 在 这 里 考察 范 数 小 于 或 等 于 dif 
所 有 划分 。 然 后 ， 他 引入 A= A(d) 为 式 (3) 中 范 数 小 于 或 等 于 4 的 划分 
产生 的 所 有 和 RR 的 “最 大 值 "。( 今 天 ， 我 们 会 定义 A(4q) 为 一 个 上 确 界 。) 
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a X Xo X4 X4 Xna 


图 74 


对 黎 曼 来 说 ， 显 然 ， 当 且 仅 当 JimA(d) = 0 时， 积分 | SOFE. 
在 几何 学 上 , 这 意味 着 当 我 们 越 来 越 细 分 区 间 [a, 如 时 ,图 74 中 的 最 大 
阴影 区 域 的 面积 将 减 小 到 零 。 

然后 , 他 提出 了 关键 问题 :“ 在 何 种 情况 下 函数 可 以 积分 , 在 何 种 情 
况 下 函数 不 能 积分 ” 同 以 前 一 样 ， 他 轻而易举 地 给 出 了 答案 一 这 就 
是 我 们 现在 所 说 的 黎 曼 可 积 性 条 件 一 虽然 使 用 的 记号 显得 颇 为 累 装 。 
由 于 这 些 思想 在 分 析 学 的 历史 中 占有 重要 地 位 ， 我 们 再 赂 作 讨 论 。 

首先 , 他 令 o>0 为 一 个 正 数 。 对 于 一 给 定 的 划分 , 他 在 子 区 间 中 考 
RUBORE T o 的 那些 子 区 间 。 为 了 说 明 , 我们 参考 图 7-5, 其 中 显示 
出 函数 、 它 的 带 阴影 的 那些 年 形 以 及 位 于 左 侧 的 一 个 oa 值 。 比 较 o 和 各 
个 矩形 的 高 ， 看 出 只 有 两 个 子 区 间 [s x] Pr [n x*] 的 振幅 超过 0 。 我 
们 把 这 两 个 子 区 间 称 为 “A 型 ” 子 区 间 ， 把 其 他 振幅 小 于 或 等 于 o 的 子 
区 间 称 为 “B 型 ” 子 区 间 。 在 图 7- 中, B 型 子 区 间 为 [a, x]. [x], 
[xs |] 和 [xs, 5]. 


TC 
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作为 最 后 一 个 约定 ， 黎 曼 令 s -s(o) 为 对 于 给 定 o 的 所 有 A 型 子 区 
间 的 总 长 度 ， 即 s(O)= 2 ô 。 对 我 们 的 例子 来 说 ，s(C) = 05 7x) 


(x, x) 。 以 这 个 表示 法 作 后 盾 ， 黎 曼 很 容易 证 明 有 办 函数 在 [o, 5] 上 可 
积 的 一 个 充分 必要 条 件 。 

黎 昌 可 积 性 条 件 | /(x)dx 存在 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 于 任意 的 、 
0>0，A 型 子 区 间 的 总 长 度 在 d 一 0 时 可 以 达到 任意 小 。 

显然 ， 到 这 一 步 还 有 很 长 的 路 程 。 就 是 说 ， 这 表明 S 为 可 积 的 充分 
必要 条 件 是 : 对 于 无 论 怎样 小 的 ， 我 们 可 以 找到 这 样 一 个 范 数 ， 对 于 
[a，5b] 上 具有 同样 小 或 更 小 范 数 的 所 有 划分 来 说 ， 函 数 振幅 大 于 o 的 子 
区 间 的 总 长 度 是 微不足道 的 。 我 们 分 别 考查 黎 曼 条 件 的 必要 性 和 充分 性 
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的 证 明 。 

必要 性 如果 | f(x)dx 存在 并 取 固 定 的 值 o>0， 那 么 lims(o) -0. 
WRA 黎 曼 从 范 数 qd 不 确定 的 一 个 划分 开始 ， 考 察 式 (3) 的 
R=6ED+6.D,+6D,+.…+6.D,. 他 注意 到 之 GD ， 这 是 因为 右 
端的 和 包括 所 有 人 和 A 型 子 区 间 的 项 而 遗漏 其 他 的 项 。 但 是 ， 对 于 每 一 个 A 
型 子 区 间 ， 的 振幅 超过 zz ， 这 自然 就 是 怎样 首先 确定 A 型 子 区 间 。 所 
以 ， 回 忆 s(O) 的 定义 ， 我 们 得 到 

RZYÓ,D,ZYó60-0-Y06,-0-s(0) 
ATI AW AÑ 

另 一 方面 ， 册 于 A(d) 是 范 数 小 于 或 等 于 d 的 所 有 划分 的 最 大 值 ， 
所 以 R=6D +D, +D, +-+, D, < A(d). 

笋 曼 将 这 两 个 不 等 式 结合 起 来 ， 得 到 O's(0) 三 RA(d) ， 忽 咯 中 
间 项 ， 并 除 以 G ， 他 推出 


0€ «(o)« 4€) 
c (4) 


回忆 在 证 明 必 要 性 时 , 2-81 8E ELLAS SEEPRTL 
A(d)0. iT 0 XE Xf mato, 由 式 (4) 可 知 ， 当 dë 


近 零 时 ，s(0) 的 值 也 必定 趋 近 零 a 
这 正 是 黎 受 寻求 的 结论 : 函数 振幅 大 于 o 的 子 区 间 的 总 长 度 s(0) 的 
值 ， 正 如 他 写 出 的 那样 ， 可 以 达到 “ 同 4 的 相应 值 那样 的 任意 小 "。 这 是 
成 功 的 -- 半 。 下 面 要 证 明 反 过 来 的 结论 。 
充分 性 ”如果 对 任意 o>0， 我 人 有 lims(o)=0， 那么 | f(x)dx 存 


Æ. 
证 明 这 次 黎 曼 从 指出 下 述 结 论 着 手 : 对 任意 o>0， 我 们 有 
R -ó D, +8,D, *Ó,D,*-*Ó,D, = 2 ôD, 4 Y ó,D, (5) 
AR 日 型 
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他 在 这 里 依据 区 间 为 A 型 (其 中 函数 振幅 大 于 0 ) 或 者 了 B 型 (其 中 函数 
振幅 不 大 于 0 ) 简单 地 将 和 分 成 两 部 分 。 然后， 他 分 别处 理 这 两 个 和 式 。 

对 于 第 一 个 和 式 ， 他 回 到 以 前 的 结论 Pt SD, Xv DD 是 函数 在 
整个 区 间 [ab] 上 的 振幅 。 因 此 


SAD € Y àD - D. Y, - D:s(o) 
ARI AÑ AR (6) 


对 于 第 二 个 和 式 ， 我 们 知道 在 每 个 B 型 子 区 间 有 DD So, BU 
Y6,D, <$ Ho0=07 6 € 0-36, 2 0(b-a) 
Bn BĘ BẸ k=l (7) 


其 中 我 们 用 全 体 子 区 间 的 长 度 之 和 b-a 这 个 较 大 的 值 代 兰 了 B 型 子 区 
间 的 长 度 之 和 . 
此 时 黎 曼 把 式 (5)、 式 (6) 和 式 (7) 汇集 在 一 起 ， 得 到 不 等 式 


R - 6.D,+26D, € Ds(a)* o(b- a) 
ARI Bm (8) 


由 于 式 ( 8 ) 对 于 任意 的 正 数 0 成 立 , 所 以 可 以 固定 一 个 0 值 , 使 0(b-a) 
达到 我 们 希望 的 那样 小 . 对 于 这 个 固定 的 0 ,回忆 假设 , Y d> 0H slo) 
也 趋 近 零 。 于 是 ， 我 们 可 以 选择 d 使 得 Ds(0) 也 为 任意 小 。 由 式 (8) 可 
知 ，R 对 应 的 值 可 以 达到 任意 小 ， 所 以 这 些 黎 曙 所谓 的 A(d) 的 最 大 值 同 
样 可 以 任意 地 小 。 这 意味 着 limA(d) = 0 ， 由 此 说 明 ， 按 照 笋 曼 方法 函数 
三 在 区 间 [o, b] 上 是 可 积 的 . 

这 个 复杂 的 论证 过 程 原封 不 动 地 取 自 黎 曼 1854 年 的 论文 。 虽 然 符号 
显得 复杂 ， 而 基本 思想 却 很 简单 为 了 使 一 个 函数 具有 黎 曼 积分 ， 它 的 
振幅 必须 受到 限制 。 跳 变 过 于 频繁 过 于 剧烈 的 函数 是 不 可 积 的 。 按 照 几 
何 的 观点 ， 在 这 样 一 种 函数 图 形 的 下 方 看 起 来 没有 可 以 定义 的 面积 。 

歼 曼 可 积 性 条 件 是 证 明 有 界 函 数 是 否 可 积 的 方便 工具 。 再 回 过 头 来 
ZAR (2) 的 狄 利克 雷 函 数 。 为 明确 起 见 ， 我 们 取 c=1 和 4 =0， 并 将 
我 们 的 注意 力 集中 在 单位 区 间 [0, 1] 上 。 于 是 ， 我 们 有 
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l, x 为 有 理 数 
0, x 为 无 理 数 


问题 在 于 ， 根 据 歼 曼 的 定义 ， 积 分 |Gx)dx 是 否 存在 。 

正如 我 们 所 看 到 的 那样 ， 可 积 性 条 件 将 这 个 问题 转换 成 涉及 函数 振 
幅 的 问题 。 假 设 o=1/2 ， 考 察 任意 划分 0< «x, «- «x, «Um 
生 的 任意 一 个 子 区 间 [x, Xn]。 由 于 不 管 这 个 子 区 间 多 么 狭窄 ， 总 会 包 
含 无 限 多 有 理 数 和 无 限 多 无 理 数 ， 所 以 8 在 区 间 [x%, zw] 上 的 振幅 为 
1-0=1>1/2=o 。 由 此 可 知 ， 划 分 的 每 一 个 子 区 间 都 属于 A 型 子 区 间 。 
BU sq 2) 248, =1 , 为 区 间 [0, 二 的 总 长 度 。 简 而 言 之 , 对 于 [0, 1] i69 


任何 划分 ， 都 有 s(1/2)=1。 

为 使 是 可 积 的 黎 曼 条 件 要 求 ， 512) 28, 可 以 通过 选择 区 间 
[0, 1] 的 适当 划分 而 达到 我 们 希望 的 那样 小 。 但 是 ， 正 如 我 们 所 看 到 的 ， 
无 论 怎样 拼凑 划分 ，s(1/2) 的 值 都 等 于 1。 因此, 我 们 确实 无 法 令 其 小 于 
某 个 数 ， 例 如 0.01。 由 干 不 满足 可 积 性 条 件 ， 这 个 函数 是 不 可 积 的 。 按 
照 歼 曼 的 说 法 ， [G(x)dx 没 有 意义 。 

在 直观 上 ， 狄 利克 雷 函 数 是 如 此 彻底 地 不 连续 ， 以 至 是 不 可 积 的 。 
这 个 现象 提出 了 一 个 基本 问题 ,按照 黎 曼 积分 的 定义 ， 一 个 函数 不 连续 
到 何 种 程度 依然 是 可 积 的 ?虽然 这 个 谜团 直到 20 世纪 才 解 开 , 但 是 黎 曼 
本 人 给 出 了 一 个 函数 ， 提 供 可 望 解决 这 个 问题 的 一 个 证 据 。 


黎 曼 病态 函数 
正如 我 们 指出 的 那样 ， 歼 曼 没有 事先 给 出 关于 连续 性 的 任何 假设 ， 
因此 暗示 着 某 些 异常 奇特 的 函数 一 一 如 他 提 到 的 ， 那 些 “常常 无 限 不 连 
续 ”的 函数 一 -也 许 是 可 积 的 。“ 由 于 这 样 的 函数 尚未 被 人 们 研究 过 ,” 
他 写 道 ,“ 最 好 是 提供 一 个 特定 的 例子 。” 吕 


(x) = | 
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首先 ， 他 令 (Q)-x-n, KB n 是 最 接近 x 的 整数 。 因 此 ， 
(1.2) = (71.8) = 02 , rfj (1.7) = (-1.3) = -0.3 。 如 果 x 位 于 两 个 整数 的 中 间 ， 
像 4.5 70.5, MAE (x) 20. ER y = CO 的 图 形 显示 在 图 7-6 m, 
很 明显 ， 函 数 在 每 个 x=+tm/2 处 具有 一 个 长 度 为 1 的 跳 变 不 连续 性 ， 其 
中 六 是 奇 自 然 数 。 


图 7-6 


黎 曼 接着 考察 了 = Q3) ， 这 个 函数 在 水 平方 向 上 将 图 7-6 的 图 形 
“压缩 "， 产 生 图 7-7 的 图 形 。 这 时 长 度 为 ! 的 跳 变 出 现在 f= 二 my/4 xb, 
Kp m EnH RR. 

这 个 压缩 过 程 用 函数 = x) , y= (4x) 等 继续 进行 下 去 ,直至 黎 曼 
将 这 些 函 数组 合成 一 个 有 趣 的 函数 : 


e 9,69, E 
4 9 "e 


f(x)= 
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图 7-7 


为 了 获得 对 函数 了 上 的 某 种 感性 认识 ， 我 们 在 图 7-8 H mih T EEK 


间 [0, 11 上 的 第 7 个 部 分 和 的 图 形 ， nO. (B2, 89, (43) , 8x). (6x) 


«CS 的 图 形 。 即使 在 这 一 步 , 也 显现 出 函数 /的 不 连续 性 在 迅速 累积 。 


我 们 注意 到 ， 对 所 有 的 x， 有 Keol<5， 所 以 ， 通 过 用 5 的 比较 检 


验 法 ， 可 知 这 个 无 穷 级 数 处 处 收 你 。 黎 曼 在 没有 给 出 完整 证 明 的 情况 下 
断言 ， 泌 数 f 在 每 个 单独 的 函数 y= (x) en a eal 这 包括 
所 有 的 无 理 数 。 但 是 ， 他 也 同时 断言 ， 如 果 x= 一 ， 其 中 贡 和 nn 是 互 素 


] I 1 
的 整数 ， 那 么 函数 /在 x 有 一 个 长 度 为 n" x's'ut"] 


- I 的 跳 变 。( 这 里 我 们 已 经 利用 第 4 章 中 欧 拉 的 结果 对 级 数 求 和 。) 
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Mf 
/ 


7-8 


AP, RET. 和 -这 样 的 点 处 具有 不 连续 性 . 在 
Fe JE RNENNQN 
间 内 具有 无 限 多 不 连续 的 点 。 这 对 于 任何 人 的 标准 来 说 都 是 “高 度 不 连 
续 的 "。 

然而 ， 令 人 惊异 的 是 | f(x)dx 存在 。 黎 曼 借助 于 上 面 的 可 积 性 条 件 
证 明了 这 一 点 。 他 是 从 任意 的 o>0 开始 的 , 不 过 为 了 简化 讨论 , 我 们 指 


£o-—-. 我 们 必须 找 出 函数 振幅 超出 二 的 那些 点， 而 这 种 点 是 形 如 
x= T 的 有 理 数 。 但 是 在 这 种 点 的 胰 变 幅度 是 A. BID 我 们 仅 需 考 


EAR T Sl. Bulk n « 7 VIO ~ 4.967 ， 并 且 由 于 为 正 整 数 ， 
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所 以 ， 唯 一 的 选择 是 n-1, 2, 3 或 4。 注 意 到 m 和 n 没有 公 因 子 和 
os Sl, 我 们 推断 仅 有 有 限 个 这 样 的 候选 点 。 在 这 种 情况 下 ， 函 数 
3 了 


"Uu E 
6:4 3.8 32 R 3' 


在 区 间 [0,1] 内 的 振幅 超过 的 点 有 : ` 
p 

由 于 仅 需 处 理 有 限 个 点 , 我 们 可 以 建立 区 间 {0, 1] 的 一 个 划分 , 将 这 
些 点 中 的 每 一 个 都 置 于 一 个 非常 狭窄 的 子 区 间 内 ， 其 总 长 度 可 以 达到 任 
意 小 。 例 如 ， 为 使 得 包含 上 述 11 个 点 的 子 区 间 的 总 长 度 小 于 1/100, 我 
们 可 以 从 


1 l 1249 1 ] 1 251 
i nire mm <n =tio 10000 
8 10000 10000 8 10000 10000 
1251 1249 
, Mj ki a a DB 
开始 划分 ， 由 此 将 不 连续 点 x 129177 10000 10000 


-= 5 的 子 区 间 内 。 如 果 我 们 把 对 于 品 = 2 的 每 个 A 型 点 都 瞻 人 同等 


EAT A x) m A 
Bnet 3- ci, nai DE <E. 


这 里 关键 问题 在 于 振幅 超过 给 定 o 的 点 为 有 限 个 。 黎 曼 将 这 种 情况 
总 结 如 下 :“ 在 所 有 不 包含 这 些 跳 变 点 的 子 区 间 内 ， 函 数 的 振幅 小 于 cr ， 
并 且 …… 包 含 这 些 跳 变 点 的 子 区 间 的 总 长 度 可 以 随意 地 小 。”"” 

黎 竖 构造 了 一 个 满足 他 的 可 积 性 条 件 的 函数 ， 这 个 函数 在 任意 区 间 
内 具有 无 限 多 不 连续 的 点 。 这 是 一 个 独特 的 创造 ， 我 们 现在 称 为 黎 曼 病 
态 函 数 ， 其 中 的 形容 词 在 某 种 意义 下 带 有 “不 正常 的 ”内 涵 。 

自然 , 黎 曼 没 有 回答 如 下 问题 :“ 可 积 消 数 可 以 不 连续 到 何 种 程度 ? ” 
但 是 他 证 明了 可 积 函 数 可 以 极度 地 不 连续 。 对 于 那些 嘲笑 这 个 与 歼 曼 一 样 
堡 异 的 例子 并 没有 实际 用 处 的 批评 家 ， 歼 曼 提出 了 具有 说 服 力 的 反驳 : 
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“这 个 主题 与 无 穷 小 分 析 原理 有 最 紧密 的 联系 ， 并 且 有 助 于 使 这 些 原 理 更 
为 清晰 和 精确 。 在 这 一 点 上 , 这 个 主题 具有 直接 的 意义 。”” 黎 曼 病态 函数 
恰好 具有 这 个 作用 ， 纵 然 这 是 对 数学 家 们 的 直觉 的 - 次 打击 。 正 如 我 们 将 
要 看 到 的 ， 更 多 足以 挫 毁 直觉 的 例证 会 出 现在 19 世纪 的 分 析 学 家 们 面前 。 


黎 曼 重 排 定理 


毋庸 置疑 ， 黎 曼 正 是 因为 他 的 积分 理论 而 闻名 于 世 的 。 不 过 ， 我 们 
要 以 分 析 学 中 同 黎 曼 有 关 的 另 一 个 主题 来 结束 本 章 ， 虽 然 黎 曼 得 到 的 这 
个 结果 不 如 想象 中 的 那么 重要 ， 但 是 初次 接触 的 人 对 其 结 采 必定 会 惊奇 
^B. 


假定 我 们 按照 下 述 方式 重新 排列 这 个 级 数 中 的 项 : 把 第 一 个 负 值 项 排 在 
前 面 两 个 正 值 项 的 后 面 ; 把 第 二 个 负 值 项 排 在 随后 两 个 正 数值 项 的 后 面 ; 
依 此 类 推 。 在 进行 三 项 一 组 的 重 排 分 组 后 ， 我 们 得 到 


| SUE 1 人 1 iG 1 3 

1+ 一 一 一 |+| 一 + 一 一 一 | 二 | 一 + 一 一 一 |+| 一 + 一 一 一 |+… (9) 
53) 19 13 7) U7 21 1) 425 29 15 
RBRAASUL, HASARREA ARARA 


EE EE EE OM , k24,2,3,4, ，… 
8k-7 8k-3 4k-i 


24k -11 
BI 组 全 成 一 
JE STUMBLA HU EXE" 


由 于 《之 1 所 以 最 后 这 个 分 数 的 分 子 和 分 母 都 是 正 数 , 于 是 , X (9) 
中 每 一 个 三 项 分 组 都 是 正 值 。 由 此 我 们 可 以 得 出 关于 重 排 级 数 的 下 述 结果 : 
(uy) 
$5 3 9 13 7 IT 24 il 25 29 15 


> [1+3-3)+0+0+0+0+.= 12 0.8666- 
3 2 15 
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1 1 ES 
另 一 方面 ， 菜 布 尼 获 证 明了 原来 的 级 数 1- 了 + 了 + 了 一 …= 闻 


0.785 4 。 我 们 得 到 了 不 可 避免 的 结论 : 重 排 的 级 数 的 和 大 于 0.8666, 不 
能 收 化 于 原来 的 级 数 的 相同 值 。 我 们 通过 变更 级 数 中 项 的 位 置 而 不 改变 
其 项 值 就 改变 了 级 数 的 和 。 这 看 起 来 是 非常 离奇 的 。 

事实 上 ， 它 的 后 果 更 为 严重 ， 因 为 黎 曼 证 明了 莱 布 尼 蒋 级 数 竟然 可 
以 重 排 成 收敛 于 任何 数值 的 级 数 ! 

通过 引进 某 些 术语 和 几 个 著名 的 定理 可 以 加 速 他 的 推理 过 程 。 如 我 
们 见 过 的 那样 ， 正 是 柯 西 说 明 TEDAN Yu 收敛 的 含义 。 当 然 ， 一 个 


一 般 的 级 数 可 能 同时 包含 正 值 项 和 负 值 项 ， 这 就 提示 我 们 忽略 项 的 符号 
而 考察 Yu, 。 如 果 后 面 这 个 级 数 收 敛 ， 我 们 就 说 Yeu, 绝对 收敛 。 如 果 


Şu 收敛 ， 但 是 ylu| 不 收敛 ， 就 说 原来 的 级 数 条 件 收 敛 。 


作为 一 个 例子 , 我 们 回 到 莱 布 尼 欧 原来 的 级 数 。 这 个 级 数 的 和 为 二 ， 
但 是 它 的 绝对 值 的 级 数 发 散 ， 因 为 


3 7 9 2.4 6 8 10 
il titi | 
三 一 | 1 十 一 十 一 十 一 十 一 十 … 
2 2 3 4 5 
其 中 我 们 看 出 括号 内 是 发 散 的 调和 级 数 。 这 意味 着 菜 布 尼 茨 级 数 是 条 件 


收敛 级 数 。 

习惯 上 , 在 处 理 混合 符号 的 级 数 时 分 别 考虑 正 值 项 和 负 值 项 的 级 数 。 
沿用 黎 曼 的 记号 ， 我 们 将 级 数 写 成 (+a +a xa )* (C75 75, 一 hb 
-b, 一 …) 的 形式 ， 其 中 所 有 a 和 记 都 是 非 负 的 项 。 黎 曼 知道 ， 如 条 原 来 


的 级 数 绝对 收敛 ， 那 么 两 个 级 数 a, 和 都 收效， 如 果 原 来 的 级 数 
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发 散 ， 那 么 两 个 级 数 Y a, 和 了 及 之 一 发 散 至 无 穷 大 ， 如 果 原 来 的 级 数 


条 件 收效 ， 那 么 两 个 级 数 Ya, Fl b 都 发 散 至 无 穷 大 。 


正 是 狄 利克 需 证 明了 一 个 绝对 收敛 级 数 的 任何 重 排 必定 收敛 于 原来 
级 数 的 同一 个 和 。 吧 对 于 绝对 收 伍 级 数 ， 重 排 它 的 项 不 会 对 和 产生 任何 
影响 。 

但 是 对 于 条 件 收敛 级 数 ， 我 们 得 到 辽 然 不 同 的 结果 : 如 果 一 个 级 
数 条 件 收敛 ， 那 么 可 以 把 它 重 排 为 收敛 于 我 们 希望 的 任意 值 。 用 某 种 押 
头 揭 的 表达 方式 我 们 可 以 把 这 个 结果 称 为 “ 黎 曼 信人 的 重 排 结果 ” =。 下 
面 介 绍 他 的 证 明 的 思想 。 

4 C 为 一 个 固定 数 一 一 可 以 说 我 们 的 “直子 ”一 一 黎 曼 于 是 这 样 开 
始 ;“ 以 交替 的 方式 ,首先 取 级 数 足够 多 的 正 值 项 使 其 和 超过 C， 然 后 取 
足够 多 的 负 值 项 使 总 和 小 于 C." USD 为 了 看 清 得 到 了 什么 ， 我 们 规定 C 
为 正 数 。 从 正 值 项 开始 ， 我 们 求 出 使 s +a, +a +…+a > C 的 最 小 m。 
由 于 a 发 散 至 无 内 大 这样 一 个 下 标 值 必定 是 存在 的 。 下 一 步 考 虑 负 
ÉH, HEA IE a +a, +a +…+a -h b, b, « C 的 最 小 n Fal 


样 ， 由 于 发 散 级 数 》b, 最 终 必定 超过 (a +a +a tta) -C, RNA 
k=l 


道 存在 这 样 一 个 下 标 值 。 但 是 a +a tatta, -b -b-b ER 
级 数 的 项 的 重 排 ， 其 和 与 C 的 差 不 超 过 b, 。 然 后 重复 这 一 过 程 ， 加 上 某 
些 a, ,再 减 去 某 些 b ， 使 得 这 些 重 排 后 的 项 之 和 与 C 的 差 小 于 菜 个 b,。 
由 于 原来 级 数 收效， 可 知 它 的 通 项 趋 近 零 ， 所 以 也 有 1lim& =0 。 同 前 面 


的 断言 一 样 ， 用 这 种 交替 方案 进行 的 重 排 级 数 将 收 化 于 C。 太 奇妙 了 ! 


(D 指 Riemann's Remarkable Redrrangement Result 【〈“ 黎 曼 惊 人 的 重 排 结果 ") 一 语 中 ， 
第 一 个 音节 的 辅音 字母 都 是 R。 一 一 译 者 注 
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为 了 说 明 起 见 ， 假 定 我 们 寻找 菜 布 尼 茨 级 数 的 一 个 重 排 使 之 收敛 于 
1.10 。 我 们 从 找 出 足够 多 的 正 值 项 使 其 和 超过 1.10 开始 : 


1+5=12>110。 接着 我 们 减 去 一 个 负 值 项 ， 使 其 差 小 于 1.10， 
BES 0.8666...<1.10 
5j 3 


然后 我 们 再 加 上 某 些 正 值 项 使 其 和 超过 1.10， 接 着 再 减 去 某 些 负 值 项 使 
其 差 小 于 1.10， 依 此 类 推 。 用 这 种 方法 ， 重 排 后 收敛 于 1.10 ff)3€ 48 Je X 
级 数 将 从 下 面 的 项 开始 ; 

(HRS rr SRuSsÁ 

58) 3 19 1*3 I1) 7 VH 25 29 331] 1H 

又 然 一 看 ， 黎 曼 的 证 明 过 程 似乎 是 不 言 而 喻 的 。 虽 然 如 此 ， 他 的 级 数 重 
排 定 理 以 引 人 注 目的 形式 证 明了 无 穷 级 数 求 和 是 一 个 微妙 的 问题 。 通 过 
简单 地 重新 排列 级 数 中 的 项 ， 我 们 可 以 戏剧 性 地 改变 答案 。 正 如 前 面 看 
到 的 那样 ， 无 穷 过 程 的 研究 或 者 说 分 析 ， 可 能 使 我 们 陷入 困境 。 

在 介绍 这 些 事迹 后 ， 我 们 告别 格 奥 尔 格 。 弗 雷 德里 希 * 波 思 哈 德 * 黎 
曼 ， 虽 然 整个 19 世纪 的 分 析 学 不 能 离开 他 半 步 。 他 超越 了 任何 人 ， 作 为 
微 积分 事业 的 一 位 首要 参与 者 建立 了 积分 。 他 的 思想 将 成 为 亭 利 。 勒 由 
格 的 起 点 ， 我 们 在 最 后 一 章 会 看 到 勒 贝 格 从 黎 曼 止步 的 地 方 出 发 ， 建 立 
起 他 自己 革命 性 的 积分 理论 。 
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约瑟夫 ， 刘 维尔 (1809 一 1882) 


普遍 性 成 为 现代 分 析 学 的 核心 ， 这 是 在 柯 西 极限 定理 或 黎 曼 积分 中 
已 经 明显 呈现 的 一 种 潮流 。 这 两 位 超越 他 们 前 辈 的 数学 家 定义 了 包容 一 
切 的 关键 性 概念 ， 并 且 在 此 基础 上 引出 普遍 性 结论 ， 这 些 结论 不 仅 对 于 
一 两 个 孤立 事例 成 立 ， 而 且 对 于 数量 庞大 的 事例 群体 也 是 正确 的 。 这 是 
分 析 学 中 一 项 最 有 意义 的 进展 。 

此 外 , 人们 在 17 世纪 还 目睹 了 看 起 来 仿佛 相反 的 一 种 现象 ， 那 就 是 
明显 的 例子 和 特殊 的 反例 在 分 析 学 中 的 重要 性 日 益 增加 。 同 前 面 几 章 讨 
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论 的 普遍 性 定理 一 样 ， 这 种 趋势 同样 值得 我 们 注意 。 在 这 一 章 ， 我 们 首 
ERRER WERF 1851 年 发 现 的 第 一 个 超越 数 ， 在 下 一 章 再 探讨 
卡尔 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 在 1872 年 提出 的 令 人 惊讶 的 病态 函数 。 这 两 个 结果 
分 别 是 它们 所 处 时 代 的 巨大 成 就 ， 并 且 提 醒 我 们 ， 在 分 析 学 的 结论 中 ， 
只 要 没有 由 独特 的 例子 提供 的 说 明 ， 那 么 就 是 不 完全 的 。 

为 了 研究 超越 数 ， 我 们 需要 对 这 一 问题 的 背景 有 所 了 解 ， 考 察 - -下 
它 是 从 哪里 提出 来 的 ， 在 以 往 的 数 十 年 中 是 如 何 得 到 提炼 的 ， 以 及 它 的 
解决 为 什么 成 为 一 项 如 此 重大 的 成 就 。 按 照 微 积分 自身 的 演进 过 程 ， 我 
们 从 17 世纪 开始 。 


代数 数 与 超越 数 


似乎 莱 布 尼 芯 是 首次 提出 超越 曼 概 念 的 人 ， 因 为 他 在 一 个 数学 分 类 
方案 中 使 用 了 “超越 的 ”这 个 术语 。 在 论 及 他 新 发 明 的 微分 法 时 ， 菜 布 
尼 茨 指出 它 的 应 用 范围 包括 分 式 、 根 式 以 及 类 似 的 代数 量 ， 但 是 接着 就 
补充 道 :“ 显 然 ， 我 们 的 方法 也 适用 于 超越 曲线 ， 这 种 曲线 不 能 通过 代数 
运算 加 以 简化 ， 或 者 没有 特定 的 次 数 ， 因 此 ， 这 种 方法 是 一 种 行 之 有 效 
的 最 普遍 的 方法 。” 中 从 这 里 看 出 , 莱 布 尼 茨 想 要 把 那些 属于 代数 范畴 的 
对 象 ， 因 而 是 相当 简单 明了 的 实体 ， 同 那些 在 本 质 上 更 为 复杂 的 对 象 区 
分 开 来 。 

这 种 区 分 在 18 世纪 由 欧 拉 进 一 步 完善 。 欧 拉 在 其 著名 的 《无 穷 小 分 
析 引 论 》 一 书 中 ， 把 “加 法 、 减 法 、 乘 法 、 除 法 、 自 乘 和 求 根 ” 以及“ 方 
程 求解 ” 列 为 所 谓 的 代数 运算 ， 而 把 其 他 任何 运算 归 人 超越 运算 ， 如 像 
那些 涉及 “指数 和 对 数 的 运算 ， 以 及 积分 学 中 提供 的 其 他 大 量 运算 *。 叫 
他 甚至 走 得 更 远 ， 直 到 提出 超越 量 ， 并 且 举 出 “不 是 基数 乘 方 的 数 的 对 
数 ”作为 超越 量 的 一 个 例子 ， 不 过 他 没有 提供 严谨 的 定义 ， 也 没有 给 出 
严格 的 证 明 。B 
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我 们 的 数学 先哲 们 往往 具有 正确 的 思想 ， 即 使 他 们 未 能 把 那 种 思想 
准确 地 表达 出 来 。 对 于 他 们 而 言 ， 某 些 数学 对 象 ， 例 如 曲线 、 函 数 或 者 
数字 ， 明 显 是 可 以 通过 基本 代数 运算 得 到 的 ， 而 其 他 的 对 象 则 是 异常 复 
杂 的 ， 以 至 全 然 超越 了 代数 运算 ， 并 因此 而 获得 “超越 ”这 个 名 称 。 

到 18 世纪 后 期 , 在 勒 让 德 这 样 一 些 数 学 家 的 著作 中 ， 出现 了 一 种 无 
歧义 的 定义 。 一 个 实数 如 果 是 某 个 具有 整 系数 的 多 项 式 方程 的 解 ， 就 把 
它 称 为 代数 数 。 这 就 是 说 ， 对 于 一 个 数 aa， 如 果 存 在 一 个 多 项 式 
P(x) = ax" +axr +cr ^ e gxth, FEE a, bc, gf h NU, IN 
足 P(m)=0 ， 那 么 和 是 一 个 代数 数 。 例 如 ，V2 是 代数 数 ， 因 为 它 是 整 
系数 二 次 方程 妇 -2=0 的 一 个 解 。V2+3 也 是 代数 数 ， 不 过 ， 这 看 起 
来 不 是 那么 明显 ， 因 为 它 是 整 系数 6 次 方程 六 -6x -10x +12x 一 60r+ 
17=0 的 一 个 解 。 

从 几何 学 观点 看 ， 一 个 代数 炊 乃 是 旱 数 y= P(x) 的 图 形 的 x RE, 
其 中 是 一 个 具有 整 系数 的 多 项 式 (参见 图 8-1)。 如 果 设 想 在 同样 的 坐 
标 系 中 画 出 系数 为 整数 的 所 有 线性 式 、 二 次 式 和 三 次 式 以 及 一 般 情况 下 
的 所 有 多 项 式 的 图 形 ， 那 么 它们 的 x 截 距 的 无 穷 集合 都 是 代数 数 。 


y = Pà 


代数 数 


图 8-1 


这 就 提出 一 个 显而易见 的 问题 : 还 存在 任何 其 他 代数 数 吗 ? 为 了 考 
庶 这 种 可 能 性 ， 我 们 姑且 说 ， 一 个 实数 只 要 不 是 代数 数 ， 那 么 它 就 是 超 


134 :; 微 积分 的 历程 : 从 牛顿 到 勒 贝 格 


越 数 。 单 纯 从 逻辑 上 说 ， 任 何 实数 必定 属于 这 两 类 数 中 的 一 类 。 

然而 ， 果 真 存在 超越 数 吗 ? 毕竟， 定义 一 个 术语 并 不 能 就 保证 它 的 
实体 的 存在 。 正 如 一 位 哺乳 动物 学 家 ， 完 全 可 以 把 一 头 栖 息 于 水 中 的 海 
豚 定 义 为 “代数 海豚 "， 而 把 不 在 水 中 生活 的 海豚 定义 为 “超越 海豚 。 
这 里 ， 超 越 海豚 这 个 名 称 在 概念 上 是 无 歧义 的 ， 但 是 并 不 存在 这 样 一 个 
物种 。 

数学 家 们 必须 面 对 同样 的 可 能 性 。 那 么 ， 超 越 数 是 否 只 是 全 赁 想象 
而 精心 定义 的 一 种 虚构 的 数 呢 ? 要 是 这 样 ， 所 有 代数 数 的 x 截 距 能 够 完 
Ads x 轴 这 条 直线 吗 ? 如 果 不 能 ， 我 们 又 从 哪里 去 寻找 一 个 不 等 于 任 
何 整 系数 多 项 式 方程 的 x 截 距 的 数 呢 ? 

作为 走向 答案 的 第 一 步 ， 我 们 注意 到 ， 一 个 超越 数 必 定 是 无 理 数 。 
这 是 因为 , WE x, a/b RAAH, 那么 和 显然 满足 一 次 方程 bx-a=0， 
它 的 系数 b 和 -a 为 整数 。 事 实 上 ， 有 理 数 恰好 就 是 满足 整 系数 线性 方程 
的 那些 代数 数 。 

自然 ， 并 非 每 个 代数 数 都 是 有 理 数 ， 从 前 面 提 到 的 无 理 数 2 和 
Ja «3[s 这 样 的 代数 数 中 ， 我 们 清楚 地 看 出 这 一 点 。 因 此 ， 代 数 数 代表 
着 有 理 数 的 某 种 扩充 ， 其 中 取消 它们 作为 一 次 整 系数 多 项 式 方程 之 解 的 
条 件 ， 但 是 仍然 保留 多 项 式 系数 为 整数 的 限制 。 

由 此 可 见 ， 如 果 超 越 数 存在 ， 它 们 必定 隐藏 在 无 理 数 中 间 。 从 古 希 
腊 起 ， 人 们 就 知道 像 V2 这 样 的 方程 的 根 是 无 理 数 ， 而 到 18 HER, e 
和 mr 这 两 个 常数 为 无 理 数 分 别 由 欧 拉 于 1737 年 和 约翰 * 兰 伯 特 〈1728 一 
1777) 于 1768 年 证 实 。 外 不 过 ， 同 证 明 一 个 数 是 超越 数 比较 起 来 ,证 明 
一 个 数 是 无 理 数 要 容易 得 多 。 

正如 我 们 所 提 到 的 ， 欧 拉 兽 经 猜测 log23 是 超越 数 ， 而 勒 让 德 相信 有 
也 是 超越 数 。 辐 然而 ,无 论 数学 家 们 的 信念 多 么 强烈 ， 却 未 能 找到 证 明 。 
于 到 19 世纪 中 后 期 ， 甚 至 没有 取得 存在 一 个 超越 数 的 证 明 。 到 那 时 ， 依 
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然 有 这 样 的 可 能 性 ， 这 种 超越 数 或 许 就 像 那些 “超越 海豚 ”一 样 ， 无 非 
是 腾 想 中 的 空中 楼 阁 而 已 。 

最 终 ， 法 国 数学 家 约瑟夫 ， 刘 维尔 提供 了 超越 数 的 一 个 例子 。 如 今 
的 大 学 生 们 可 能 从 微分 方程 的 斯 图 姆 - 刘 维 尔 理 论 或 者 从 复 分 析 中 的 刘 
维尔 定理 〈 一 个 有 界 的 整 函 数 为 常数 ") 记 起 他 的 名 字 。 刘 维尔 在 电学 
和 热力 学 这 样 的 应 用 科学 领域 也 作出 了 重大 贡献 ， 同 时 他 在 1848 年 法 
国 二 月 革命 后 的 动荡 年 代 投 身 政 治 活动 ， 并 且 被 选 为 法 苦 西 议会 议员 ， 
活跃 在 一 个 完全 不 同 的 舞台 上 。 此 外 ， 他 还 创办 了 数学 史上 一 本 最 具 影 
响 力 的 杂志 ， 这 本 杂志 原名 为 《纯粹 数学 与 应 用 数学 杂志 》， 但 是 人 们 
通常 简单 地 称 之 为 《 刘 维 尔 杂 志 》。 他 主编 这 本 杂志 长 达 39 年 。 刘 维尔 
采用 这 种 方式 担负 起 向 整个 欧洲 以 及 世界 各 地 的 同行 传播 数学 思想 的 
Ke, 

在 实 分 析 领 域 , 刘 维 尔 以 其 两 项 重大 发 现 而 被 人 们 永志 不 忘 。 第 一 ， 
他 证 明了 茶 些 初等 函数 不 可 能 存在 初等 原 函数 。 任 何 学 习 过 微 积分 的 人 
都 会 记 起 运用 一 些 巧妙 的 方法 求 不 定 积分 。 虽 然 这 样 的 方法 不 再 像 以 往 
那样 是 人 们 玫 孜 以 求 的 ， 但 是 微 积分 教程 仍然 讲述 诸如 分 部 积分 法 和 部 
分 分 式 积分 法 一 类 的 方法 ， 以 便 使 我 们 能 够 计算 像 


[ee 2—xle"-2xe"—2e" +C 
这 样 的 原 国 数 ， 或 者 像 
[Vtan xdx - In tan x - J2tan x +1 
| 48 


tan x+ J2tan x+! 


(imt ec 


1 - tan x 


£L arctan 


J2 


这 种 远 非 不 言 自明 的 原 函 数 。 请 注意 ， 在 这 两 种 情况 下 ， 被 积 国 数 和 它 
们 的 原 函 数 都 是 由 标准 欧 拉 函数 集中 的 代数 函数 、 三 角 函 数 、 对 数 函数 
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以 及 它们 的 反 函 数 构成 的 。 这 样 的 积分 都 是 原 函 数 为 “初等 ” 函数 的 “ 初 
等 ”积分 。 

可 惜 的 是 ， 即 使 最 勤奋 的 求 积 者 ， 当 他 们 欲求 作为 简单 函数 的 有 限 
组 合 的 [Vsinx dz 时， 都 会 陷入 困境 。 刘 维尔 找到 了 这 个 问题 的 原因 。 
他 在 1835 年 的 一 篇 文章 中 , 证 明了 为 什么 某 些 积分 不 可 能 具备 最 终 形式 
的 答案 。 他 写 道 ,例如 ,“ 人 们 凭借 我 们 的 方法 ,很 容易 确信 积分 -dx 不 


可 能 存在 有 限 形式 的 原 函 数 , 而 这 个 积分 曾 使 几何 学 家 们 忙 得 不 可 开交 ”。 
从此， 简单 函数 必然 存在 简单 原 函 数 的 希望 化 为 泡影 。 

我 们 在 这 一 章 的 目标 是 考察 刘 维 尔 的 另外 一 项 重大 的 贡献 ， 那 就 是 
存在 超越 数 的 证 明 。 他 的 最 初 证 明 是 在 1844 年 给 出 的 ， 不 过 他 在 1851 
年 的 一 篇 经 典 性 论文 中 对 结果 作 了 改进 和 简化 (这 篇 论文 自然 是 发 表 在 
他 创办 的 杂志 上 ), 我 们 从 中 摘出 证 明 。” 在 刘 维 尔 给 出 他 的 闻所未闻 的 
超越 数 例子 之 前 ， 他 必须 首先 证 明 一 个 重要 的 不 等 式 ， 这 个 不 等 式 涉及 
代数 数 无 理 数 同 它们 邻近 的 有 理 数 之 间 的 关系 。 


刘 维 尔 不 等 式 


正如 我 们 指出 的 那样 , 如 果 一 个 实数 是 某 个 整 系数 多 项 式 方 程 的 解 ， 
那么 它 就 是 一 个 代数 数 。 但 是 ， 这 样 一 个 方程 的 任何 解 ， 都 是 无 限 个 方 
程 的 解 。 例如 ，V2 是 二 次 方程 x* 一 2=0 的 解 , 它 又 是 三 次 方程 w+x? - 
2x-2 - (x! 一 2)(x+1)=0 的 解 , 同样 也 起 四 次 方程 x*+4x?+x* -8x-6- 
( -2)x+D(xr+3)=0 的 解 ， 等 等 。 于 是 ， 我 们 首先 规定 使 用 一 个 次 数 
最 低 的 多 项 式 。 所 以 ， 对 于 代数 数 V2 而 言 ， 我 们 将 采用 上 面 的 二 次 式 
而 不 是 次 数 更 高 的 同类 多 项 式 。 

假定 zo 是 一 个 无 理 数 代数 数 。 按 照 刘 维尔 的 表示 法 ， 我 们 用 


P(x) = ax" + bx"! ex" ? +--+ gx h (1) 
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表示 它 的 次 数 最 低 的 多 项 式 ， 其 中 a, b, c,…, g, h HER, n2 (如 果 
m=1， 如 像 上 面 指出 的 那样 ， 那 么 代数 数 是 有 理 数 )。 由 于 P(x)=0 H 
因 式 分 解 定理 可 以 得 到 
P(x) = (x —x,)0(x) (2) 
其 中 CO 是 一 个 mi 次 多 项 式 。 刘 维尔 希望 对 于 1Q(x)| 的 值 (至 少 对 于 
O HE x SBRI x BHE) 确定 -- 个 上 界 。 我 们 先 给 出 他 的 证 明 ， 然 后 提供 
一 个 更 简单 的 替代 证 明 。 
WERTER WR 如 是 次 数 最 低 的 整 系数 多 项 式 P(x)= ax" 4 
bx"! ex" 一 十 +Bx+ 太 (2) 的 一 个 无 理 数 代数 数 ， 那 么 存在 这 样 一 个 
实数 4>0， 只 要 pq 是 区 间 [m-=-Lz+H] 内 的 一 个 有 理 数 ， 就 有 


] 
-= 之 一 o 
q Áq 


证 明 这 个 不 等 式 的 证 明 有 其 独特 之 处 ， 我 们 从 式 (2) 引入 的 实 系 


数 多 项 式 Q(X) 着手 。Q 在 任何 有 限 闭 区 间 上 是 连续 的 ， 因 而 是 有 界 的 ， 
所 以 存在 一 个 4>0， 对 于 区 间 [x 71, x, + 内 的 所 有 x， 满足 


lQGo|« 4 (3) 
现在 考虑 区 间 [x, —1, x, +] 内 的 任何 一 个 有 理 数 plg， 其 中 我 们 要 求 这 个 
有 理 数 是 最 简 形 式 ， 并 且 分 母 为 正 整 数 ( 即 9>1)。 由 式 (3) 看 出 
|Q(p1q)< 4 ， 同 时 可 以 断言 PP19) 关 0 ， 因 为 在 相反 的 情况 下 能 够 分 


解 因 式 ， 得 到 Pa» [x-P ao. 并 且 可 以 证 明 R(x) 是 一 个 n-1 次 整 系 


AA. 于 是 有 0= P60)=[% -2 Ron ) ， 并 且 有 [六 -一 |* ( 因 


为 有 理 数 pf/q 不 同 于 无 理 数 xo)， 我 们 由 此 断定 R(x。)=0。 但 是 ， 这 使 x 
成 为 R(x) 的 一 个 根 ， 而 R 是 次 数 小 于 的 一 个 整 系数 多 项 式 , 违反 PX 
最 低 次 多 项 式 这 个 假定 条 件 。 这样 推 出 pla 不 是 P(x) =0 的 根 ， 
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刘 维 尔 回 到 式 CIO 中 的 最 低 次 多 项 式 ， 并 且 给 出 定义 f(p, q)= 
q'p (p19)。 请 注意 ， 
f/(p,9)= q' P(p!q) 
- q'[a(p/qy *b(p/qY" *c(p/qY^ *--g(p/q)*h) 
- ap" t bp" qt cp" gq +--+ gpq" +hg" (4) 
他 从 式 (A) 作出 两 条 简单 然而 具有 说 服 力 的 说 明 . 
第 一 ， 9) 是 一 个 整数 ， 因为 在 其 表达 式 中 a, b, c, 7 4 有 以 及 
P 和 gq 都 是 整数 ,第 二 ，f(p, q) 不 会 为 零 ， 着 不 然 ， 如 果 0= f(p,q)= 
9g"P(p/1g)， 那 么 就 有 gqg =0 或 者 P(p/q)=0 。 前 一 种 情况 是 不 可 能 出 现 
的 ， 因 为 4 是 一 个 分 母 ; 至 于 后 一 种 情况 ， 从 上 面 的 讨论 看 出 同样 是 不 
可 能 的 。 因 此 ， 刘 维尔 知道 f(p, 9) 是 一 个 非 零 整数 ， 他 由 此 推出 
Iq P(p/q)|-|f(n,q)]21 (5) 


定理 证 明 的 剩余 部 分 很 快 就 会 得 到 。 根据 式 (3) 和 和 式 (5) 以 及 
P(x) -(x-x,)00) ， 他 断定 


1&|g"P(p/q)|-a' |p/a-x, l|Q(p/q)iSq' |p/q-x,|A 
Ehip/g-x,|21/Aq', Vg ERU UESI EU, SEX. 


在 刘 维 尔 的 证 明 中 ， 不 等 式 所 起 的 作用 是 引 人 了 瞩目 的 。 所 以 人 们 有 
时 把 现代 分 析 学 称 为 “不 等 式 的 科学 ”, 这 是 对 分 析 学 特征 的 恰如其分 的 
表述 ， 并 且 随 着 这 个 世纪 的 前 进 ， 这 个 特征 日 益 显 现 出 来 。 

我 们 前 面 说 过 对 刘 维 尔 定理 给 出 一 种 替代 证 明 。 这 一 次 ， 柯 西 中 值 
定理 在 证 明 中 扮演 主角 。 中 

我 们 把 刘 维 尔 不 等 式 重 述 如 下 ， 然 后 给 出 新 的 证 明 。 

WERTER ”如 果 , 是 具有 最 低 次 数 的 整 系数 多 项 式 PO) = ax" + 
bx"! tex" 一 +…+SXE+ 开 和 次 数 m > 2 的 一 个 无 理 数 代数 数 ， 那 么 存在 这 


n=] 
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样 一 个 实数 4>0， 只 要 pa A1 CI [x, ^1, 加 +i 内 的 一 个 有 理 数 ， 就 有 
p 1 
PP 

证 明 对 多 项 式 已 求 导 ， 我 们 得 到 P'(x) naX" + (n-Dbx + 
人 -2)cx 一 +…+g8 。 这 个 (2 =-]) 次 多 项 式 在 区 间 [x 71, x。+1] 上 是 有 界 
的 ， 所 以 存在 一 个 4>0， 使 得 P(x) 在 [x, -1 x。+1] 上 以 4 为 界 ， 即 对 
TPUÉxe[x-1x 41] |P'G)|& 4. A pla 是 [x ^L x, *1] EL —7 
有 理 数 ,并 且 对 PP 应 用 柯 西 中 值 定理 , 可知 在 x fü pa AGEA c, 


满足 


EP he (6) 
píq-x 
Bn P(x)29. meel- x «1p; EX) 看 出 
|P(p/q)|2ip/q-x l-|P()I€ 4| pig- | 
由 此 得 到 |9g"P(p/19g)| 和 49g" |1p19- 为 |。 但 是 ， 正 如 前 面 指出 的 那样 ， 
gq"P(p/q) 是 一 个 非 零 整数 ,所 以 1< Aq" | p/q-x,|. 这 就 推出 刘 维 尔 不 


4 X. a 

在 此 , 举 一 个 例子 或 许 有 助 于 理解 。 我 们 考虑 无 理 数 代数 数 z = V2 。 
这 时 最 低 次 多 项 式 为 P(x) 233 -2 ， 它 的 导数 是 P(x) = 2x 。 显 然 ， 在 区 
间 [V2 -1 V2+1] EP 以 4=2V2+2 为 界 ,。 刘 维尔 不 等 式 表 明 , 如 果 pa 


x^ : oH. ZEE X 
是 这 个 闭 区 间 内 的 任何 有 理 数 ， 那 么 > mu 


这 一 点 可 望 从 数值 趋势 上 得 到 证 实 ， 例 如 ,对 于 g=5 的 情形 ， 不 等 
| 了 > l = ; 
式 变 为 | > 由 000828 , 然后， 我 们 检验 区 间 


[V2-1, V2+ 习 内 所 有 “1/5” 处 的 点 。 所 幸 这 样 的 分 数 仅 有 10 个 ,而 且 
它们 全 部 满足 刘 维 尔 不 等 式 ， 
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p/5 1p15-V2| 
3/5-:0.60 0.8142 
4/5-0.80 0.6142 
5/5=1.00 0.4142 
6/5=1.20 0.2142 
7/5=1.40 0.0142 
8/5=1.60 0.1858 

9/5=1.80 0.3858 
10/5=2.00 0.5858 
11/5=2.20 0.7858 
12/5=2.40 0.9858 


这 个 例子 同时 也 暗示 : 通常 我 们 可 以 取消 要 求 pia 接近 如 的 限制 。 
就 是 说 ， 我 们 指定 4 为 大 于 1 和 4 的 数 ， 其 中 4 是 像 上 面 那样 确定 的 。 
如 果 pla && [x, ^1, 罗 +1 内 的 -- 个 有 理 数 ， 那 么 由 于 4>4 而 有 


hohe di. 
Aq" Á g” 


BE 


q 
另 一 方面 ， 如 果 pa 是 区 间 [m -b zo +1] 之 外 的 一 个 有 理 数 ， 那 么 由 于 


42158 94>1， 同 样 有 I 最 后 这 项 结果 说 明 ， 


21d 
F 


P x 
g 0 
] 
C 
通俗 地 讲 ， 刘 维尔 不 等 式 向 我 们 表明 ， 有 理 数 作为 无 理 数 代数 数 的 
邻居 ,其 数量 是 少 得 可 怜 的 ,因为 在 一 个 无 理 数 加 同 任何 有 理 数 p/g 之 间 
必定 至 少 存在 一 个 大 小 为 Tp 的 空隙 。 我 们 很 难 想象 刘 维 尔 是 怎样 注意 
到 这 一 点 的 。 他 走 到 了 这 一 步 , 并且 提 供 了 一 个 巧妙 的 证 明 , 这 是 他 的 卓 
越 数学 才能 的 一 次 展现 。 然 而 ,倘若 他 不 再 迈 出 下 面 这 一 步 , 这 - 切 也 许 
早已 被 人 们 遗忘 他 利用 他 获得 的 结果 找到 了 世界 上 第 一 个 超越 数 。 


存在 一 个 4 >0 满 足 > iila] p/q 对 xo 的 接近 程度 无 关 。 


NN 
q 
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我 们 首先 提出 关于 推理 策略 的 一 个 词汇 一 一 “不 相 容 。 刘 维尔 找到 
的 是 一 个 同上 述 不 等 式 的 结论 不 要 容 的 无 理 数 。 这 个 无 理 数 因而 违反 刘 
维尔 不 等 式 的 假定 ， 这 就 意味 着 它 不 是 代数 数 。 只 要 刘 维 尔 能 够 完成 这 
项 艰巨 的 任务 ， 他 就 捕捉 到 一 个 特定 的 超越 数 。 令 人 非常 吃惊 的 是 ， 他 
恰好 做 到 了 这 一 点 。 呈 


定理 ”实数 
1 1,1,1,1, I 


l 
sna mue ww m 
是 超越 数 。 
证 明 有 三 个 问题 有 待 解决 ， 我 们 依次 一 步 处 理 一 个 问题 . 
第 一 步 ， 我 们 断言 定义 wo 的 级 数 是 收敛 的 。 xU ir dd tid 


级 数 收 敛 的 比较 检验 法 推出 。 也 就 是 说 ，K!2k 保证 一 二 TE F 而 这 个 


RAKAA, EA YI. 一 全 ERAR. 


条 件 使 级 数  1-1/10 


简 而 言 之 ，xo 是 一 个 实数 ， 

第 二 步 ， 我 们 断言 tw 是 无 理 数 。 这 一 点 是 明显 的 ， 因 为 它 的 十 进 制 
小 数 表示 为 0.110 001 000 000 0…， 其 中 的 非 零 位 分 别 是 由 1 占据 的 小 数 
后 的 第 1 位 ,第 2 位 ,第 6 位 ,第 24 位 ,第 120 位 ， 等 等 ,这些 日 渐 弧 
单 的 1 由 越 来 越 长 的 一 串 0 分 隔 开 来 。 显 而 易 见 ， 在 这 种 十 进 制 小 数 的 
展开 式 中 ,没有 一 段 有 限 的 数字 是 重复 的 ， 所 以 xo 是 无 理 数 ， 

最 后 一 步 ， 证 明 刘 维尔 定义 的 数 是 超越 数 。 这 也 是 最 困难 的 一 步 . 
为 此 ， 我 们 反 过 来 假定 xo 是 一 个 代数 数 无 理 数 ， 它 具有 次 数 为 4 之 2 的 
最 低 次 多 项 式 。 根 据 刘 维尔 不 等 式 ， 必 定 存 在 这 样 一 个 4 > 0， 使 得 对 


于 任意 有 理 数 pig, & [Es d 因此 ， 
9 Aq 
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(7) 


0«—«q 


Lx 
q 


我 们 现在 选择 一 个 任意 的 自然 数 m > n IEEE r= 


l l l 
10 19 10 i eT X ， 如 果 合并 这 些 分 式 ， 它们 的 公分 母 将 是 ne 


所 以 我 们 可 以 把 这 个 和 式 写 成 > 其 中 pn 是 一 个 自然 数 。 因 


TTE 
P» wa 

此 ， TT 当然 是 有 理 数 ， 
把 这 个 数 同 xo E. LE 


ERE E DES | | 
10 |^ Ze ig? Om gem gem 


HAEL, xCTER BKSKr21. (m+) (m+ -DRX Br 


i l ] ] 

以 有 1907 S 19e 一 人 OH 10?! sev] 结果 得 到 
P. N ] i ] 
1o" ^? E Tor * 19772 + TEL Te 


el 
1 ger 10(7* x10 10(7*» x (1 0°) 
FEN RD 
19*?' x (19) 


l 3 1 
niti) ]l-*—4-—4——-4:e 
10 10 100 1000 
al] 
l gem 9 1 ger?» ( 8 ) 


P, 


fe. (由 式 (0) 


<+ -<(10")" 


第 8 章 WR 14 


<(10")". (由 式 (8)) 


um 


其 中 最 后 一 步 推导 是 由 于 mm>n 药 含 m+1-n>1. 
这 一 长 囊 不 等 式 表明 ， 就 上 面 引 入 的 4 的 值 而 言 ， 对 于 所 有 mn, 


LE EE 或 者 简单 地 说 ， 对 于 所 有 下 >m， 8 24 5107. X 


一 个 不 等 式 是 荡 雇 的 ， 因 为 24 是 一 个 固定 的 数 ， 而 10” 当 ma XH 
HERA. WER (RA) 导出 一 个 矛盾 . 

至 此 ， 可 能 需要 略微 提醒 一 下 读者 出 现 了 什么 矛盾 。 己 经 假定 无 理 
数 xo 是 一 个 代数 数 。 然 而 ， 最 终 得 到 的 却 是 另外 一 种 结果 ， 所 以 只 有 一 
种 可 能 : xo 必定 是 超越 数 。 这 样 一 个 数 的 存在 ， 就 是 约瑟夫 。 刘 维尔 试 
图 证 明 的 结论 。 z 

刘 维 尔 在 1851 年 发 表 的 一 篇 文章 中 指出 , 尽管 许多 人 推测 超越 数 的 
FE, “我 不 相信 已 经 给 出 过 任何 证 明 ”。!… 如今 ， 终 于 有 了 一 个 证 明 。 

说 来 奇怪 , 对 于 取得 的 这 个 成 就 , 刘 维 尔 认 为 还 不 能 算是 完全 成 功 ， 
因为 他 的 初衷 是 希望 证 明 e 是 一 个 超越 数 。[ 门 像 刘 维尔 所 做 的 那样 ， 构 
造 一 个 数 ， 然 后 证 明 它 是 超越 数 ， 这 是 一 回 事 ， 而 对 于 “已 经 存在 的 ” 
如 e 那 样 的 数 , 证 明 它 是 超越 数 , 则 是 另 一 回 事 。 对 于 这 一 点 , Eric Temple 
Bell 以 其 特有 的 鉴别 力作 出 下 面 的 评论 ， 


证 明 一 个 特定 的 猜测 ， 如 像 e 或 r 是 超越 数 或 者 不 是 超越 数 ， 同 
构造 一 类 无 穷 的 超越 数 相 比 ， 是 困难 得 多 的 问题 : …… 在 这 种 
情况 下 ， 被 猜测 的 数 是 主导 者 ， 而 数学 家 只 能 听命 于 它 ，[1 


我 们 姑且 可 以 这 样 说 ， 刘 维尔 证 明了 过 去 无 人 关心 的 一 个 数 的 超越 
性 ， 但 是 对 于 无 处 不 在 的 常数 。 未 能 给 出 同样 的 证 明 ， 而 这 个 数 的 超越 
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性 又 是 使 数学 家 们 魂 牵 梦 绕 的 。 超 越 数 是 在 刘 维尔 之 前 的 先 躯 们 徒劳 地 
寻找 了 一 百年 的 东西 ， 当 他 找到 超越 数 后 ， 如 果 仍 然 对 他 贴 上 失败 的 标 
签 ， 无 疑 是 荒唐 可 笑 的 。 

刘 维尔 最 初 提出 的 目标 很 快 将 由 他 的 继承 者 们 实现 。 在 1873 年 , 查 
尔 斯 - 埃 尔 米 特 (1822—1901) 证 明了 *e 确实 是 一 个 超越 数 。 九 年 之 后 ， 
费 尔 登 兰 德 。 林 德 曼 (1852—1939) 对 证 明了 同样 的 结果 。 众 所 周知 ， 
林 德 曼 曾 经 证 实用 圆规 和 直 尺 求 圆 的 面积 是 不 可 能 的 ,这 是 古 希 腊 人 提出 
的 著名 的 “化 圆 为 方 ” 问 题 ， 历 经 几 千年 而 非 几 十 年 或 几 百 年 不 得 其 
解 。 [9 在 埃 尔 米 特 和 林 德 曼 的 结果 中 , 包含 着 令 人 叹为观止 的 推理 步 又 ， 
而 这 种 推理 是 建立 在 刘 维 尔 的 开拓 性 研究 工作 之 上 的 。 

时 至 今日 ， 确 定 某 个 给 定 的 数 是 不 是 超越 数 ， 在 数学 中 仍然 属于 最 
困难 的 问题 之 列 。 在 这 方面 已 经 取得 了 很 大 进展 ， 很 多 重要 的 定理 已 经 
获得 证 明 ， 然 而 ， 据 我 们 了 解 ， 仍 然 留 下 大 量 的 盲区 。 在 已 经 到 得 的 巨 
大 成 就 中 , 我 们 不 能 不 提出 阿 什 波 维 奇 。 盖 尔 芳 德 (1906 一 1968) 在 1934 
年 的 证 明 ， 其 中 他 一 举证 实 了 一 族 完 整 的 超越 数 。 他 证 明 ， 如 果 a 是 一 
个 不 同 于 0 或 1 的 代数 数 ， 而 5 是 一 个 无 理 数 代 数 数 ， 那 么 a og iot 
越 数 。 这 个 深奥 的 结果 ， 保 证 例如 22 或 (V2+ 沪 )Y 这 样 的 数 是 超越 数 。 
如 今 已 经 知道 ， 在 超越 数 候选 者 之 列 的 还 有 ef，ln(2) 和 sin(1)。 

A, HABEREN, n, CA 这 样 一 些 看 似 “ 简 单 的 ” 数 
的 性 质 尚 有 待 证 实 。 更 为 严重 的 是 ， 尽 管 数 学 家 们 对 +e 和 和 Xe 是 超 
越 数 深 信 不 疑 ， 但 是 尚 无 人 给 出 实际 证 明 。 史 我 们 再 重复 一 遍 : 证 明 一 
个 数 的 超越 性 是 非常 非常 困难 的 。 

回 到 本 章 的 主题 , 我 们 看 出 , 到 19 世纪 中 期 数学 家 们 已 经 走 了 多 远 。 
刘 维尔 在 处 理 不 等 式 时 表现 出 的 学 术 才 华 以 及 他 在 如 何 攻 克 如 此 困难 的 
问题 方面 的 广阔 视野 ,的 确 是 令 人 难忘 的 。 分 析 学 已 经 步 人 它 的 成 熟 期 。 

在 第 11 章 将 要 证 明 关 于 实数 完备 性 的 一 个 里 程 碑 式 的 定理 , 刘 维尔 
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这 里 的 证 明 将 同 那个 定理 的 证 明 形 成 鲜明 的 对 照 。 在 那里 我 们 将 会 看 到 
格 奥 尔 格 " 康 托 尔 如 何 找到 一 条 明显 的 捷径 ， 仅 做 少量 的 工作 就 得 到 刘 
维尔 的 结论 。 康 托 尔 以 这 种 方式 改变 了 数学 分 析 的 方向 。 刘 维尔 和 康 托 
尔 的 相互 影响 将 是 - 笔 巨大 财富 , 昭示 我 们 如 何 使 数学 的 活力 延续 下 去 。 

不 过 ， 暂 时 不 得 不 把 康 托 尔 的 工作 搁置 一 下 。 我 们 的 下 一 个 目标 是 
展现 19 世纪 分 析 学 所 追求 的 严格 性 的 终点 : 卡尔 " 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 数学 
以 及 分 析 学 中 最 著名 的 反例 。 
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卡尔 " 笋 尔 斯 特 拉 斯 (1815 一 1897) 


正如 我 们 所 知 , 在 19 世纪 , 数学 家 们 将 微 积 分 的 严格 性 提高 到 一 个 
新 的 水 平 。 然 而 ， 按 照 我 们 今天 的 标准 ， 这 些 成 就 并 不 是 无 可 挑剔 的 。 
当 你 拜读 那个 时 期 的 数学 文献 时 ， 犹 如 聆听 音乐 大 师 肖 邦 在 一 架 三 两 琴 
链 失 调 的 钢琴 上 演奏 乐章 ， 固 然 能 够 怡然 自得 地 鉴赏 音乐 的 神 葛 ， 不 过 
间或 也 会 听 到 些许 畸变 之 音 。 只 有 在 微 积分 中 消除 不 精确 性 的 最 后 痕迹 ， 
分 析 论 证 变 成 对 于 一 切实 用 目的 都 是 无 可 置疑 的 时 候 ， 数 学 的 新 纪元 才 
能 到 来 。 魏 尔 斯 特 拉 斯 是 实现 这 个 最 后 转变 的 最 大 功臣 。 


第 9 章 魏 尔 斯 特 拉 斯 | 147 


魏 尔 斯 特 拉 斯 沿 着 一 条 非 传 统 的 道路 甘露 头角 。 他 在 学 生 时 代 ， 成 
绩 并 不 优异 ， 却 热衷 于 狂 饮 啤酒 和 击剑 。 到 30 岁 时 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 成 为 
德国 一 所 偏僻 的 大 学 预科 学 校 (高 级 中 学 ) 的 教师 ， 这 所 学 校 远离 欧洲 
的 学 术 中 心 。 在 白天 ， 他 对 学 生 讲 授 算 术 和 书法 ， 只 有 在 课余 且 批 改 完 
学 生 的 作业 之 后 ， 年 轻 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 方 能 致力 于 他 的 数学 研究 。" 

这 位 名 不 见 经 传 的 来 自 德国 一 个 不 知名 小 镇 的 中 学 教师 , 在 1854 年 
发 表 了 一 篇 关于 阿 贝尔 积分 的 论文 。 几 是 读 过 这 篇 文章 的 数学 家 ， 无 不 
惊讶 万 分 。 很 明显 ， 这 篇 论文 的 作者 ， 必 定 是 具有 非凡 天 赋 的 奇才 。 不 
出 两 年 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 在 柏林 大 学 谋求 到 一 个 职位 ， 受 聘 为 这 所 大 学 的 
教授 ， 并 跻身 于 世界 杰出 数学 家 的 行列 。 他 的 事迹 ， 算 得 上 是 一 个 真实 
Ahh RP CR, 

魏 尔 斯 特 拉 斯 对 分 析 学 作出 的 贡献 是 极为 显著 的 ， 正 如 他 的 教学 方 
法 是 举世 闻名 的 一 样 。 随 着 他 的 赫赫 名 声 在 德国 和 欧洲 的 传播 ， 这 位 数 
学 大 师 吸 引 着 渴望 师 从 他 的 年 轻 数 学 家 们 。 在 他 的 门下 云集 了 一 大 批 追 
随 者 。 那 时 人 们 可 以 见 到 这 样 一 种 真实 的 场景 ， 患 有 严重 眩 晤 症 的 魏 尔 
斯 特 拉 斯 坐 在 一 把 安乐 椅 上 授课 ， 而 由 一 名 指派 的 学 生 把 他 的 话 写 在 黑 
板 上 。( 这 样 一 种 讲课 方式 令 后 来 的 教授 们 羡 幕 不 已 , 然而 是 几乎 无 法 重 
现 的 。) 

如 果 说 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 执教 风格 是 异乎 寻常 的 话 ， 那 么 他 对 符 发 表 
研究 成 果 的 态度 也 是 与 众 不 同 的 。 尽 管 他 的 讲课 充满 了 新 烽 的 观点 和 重 
要 概念 ， 但 是 他 疏 于 发 表 文 章 ， 而 是 经 常 让 别人 从 他 们 自己 的 著述 中 去 
传播 这 样 的 知识 。 因 此 人 们 发 现 ， 他 的 成 果 是 笼统 地 属于 魏 尔 斯 特 拉 斯 
学 派 的 。 那 些 信仰 “不 发 表 就 是 毁灭 ”的 现代 学 者 们 ， 很 难 理解 这 种 非 
占有 式 的 学 术 观 念 。 魏 尔 斯 特 拉 斯 以 创立 具有 重大 意义 的 数学 为 己任 ， 
宁愿 去 冒 贷 灭 的 风险 。 

魏 尔 斯 特 拉 斯 学 派 通过 殊 尔 斯 特 拉 斯 本 人 或 者 他 的 门生 们 发 表 的 研 
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究 成 果 ， 对 分 析 学 赋予 逻辑 上 的 一 种 无 与 伦比 的 精确 性 。 他 矫正 了 许多 
难以 捉摸 的 错误 概念 ， 证 明了 大 量 重要 的 定理 ， 并 且 构 造 出 一 个 令 数 学 
家 们 惊叹 不 已 的 处 处 连续 而 又 不 可 微 的 函数 的 反例 。 在 这 一 章 ， 我 们 会 
了 解 到 卡尔 。 魏 尔 斯 特 拉 斯 为 什么 被 誉 为 “现代 分 析 学 之 父 ”。 巴 


回 到 基本 问题 


不 妨 回忆 一 下 ， 柯 西 是 怎样 在 极限 的 基础 上 建立 他 的 微 积 分 的 。 在 
他 给 出 的 定义 中 有 这 样 一 句 话 : 


当 属 于 一 个 变量 的 相继 值 无 限 地 趋 近 某 个 国定 值 时 ， 如 果 以 这 
样 一 种 方式 告终 , 变量 值 同 国定 值 之 差 小 到 我 们 希望 的 任意 小 ， 
那么 这 个 国定 值 就 称 为 其 他 所 有 值 的 极限 。 


对 于 我 们 而 言 ， 这 人 句 话 的 某 些 方面 , 例如 “ 趋 近 ” 这 个 行动 ， 似 乎 
不 是 一 种 令 人 满意 的 表达 方式 。 趋 近 是 指 某 种 实际 的 动作 吗 ? 如 果 是 这 
样 ， 那 么 在 谈论 极限 之 前 我 们 必须 考 虚 时 间 和 空间 的 概念 吗 ? 此 外 ， 这 
个 过 程 “ 告 终 ” 的 含义 是 什么 了》 总之， 所 有 这 一 切 尚 需 作 最 后 修订 。 
魏 尔 斯 特 拉 斯 重新 给 出 极限 的 定义 ， 


lim /(x) = 工 ， 当 且 仅 当 对 于 任意 es， 存 在 一 个 5 > 0, 
使 得 只 要 0<jx-ak 9， 就 有 | /G)- Lice (1) 


这 个 完美 的 定义 同 柯 西 对 极限 所 说 的 话 形成 鲜明 对 比 。 在 这 里 ， 没 有 任 
何 动 作 ， 而 且 不 涉及 时 间 。 这 是 一 个 静态 的 而 非 动态 的 定义 ， 同 时 又 是 
一 个 代数 的 而 非 几 何 的 定义 。 定 义 的 核心 是 一个 关于 不 等 式 的 断言 。 并 
E, 可 以 把 这 个 定义 作为 证 明 各 种 极限 定理 的 基础 , 例如 , 用 它 给 出 “和 
的 极限 等 于 极限 的 和 ”的 确切 证 明 。 至 此 ， 对 于 这 样 的 定理 可 以 进行 像 
欧 几 里 得 命题 那样 完全 严格 的 证 明 。 
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有 人 可 能 提出 这 样 的 观点 : 需要 为 精确 性 付出 某 种 代价 ， 因 为 魏 尔 
斯 特 拉 斯 提出 的 严格 定义 缺乏 直觉 的 魅力 和 几何 上 的 直观 性 。 毫 无 疑问 ， 
还 需要 慢 慢 适 应 像 式 (0) 这 样 的 陈述 。 除 此 之 外 ,几何 直观 是 值得 怀疑 
的 , 而 魏 尔 斯 特 拉 斯 给 出 的 这 个 纯粹 的 分 析 定义 丝毫 不 牵涉 空间 与 时 间 。 

魏 尔 斯 特 拉 斯 除了 重新 闻 明 各 种 关键 性 概念 外 ， 还 领会 到 了 这 些 概 
念 的 含义 ， 这 是 他 的 前 辈 们 未 能 做 到 的 。 一 个 例子 就 是 一 致 连续 性 ， 柯 
西 同 这 种 函数 性 质 失之交臂 。 我 们 回 亿 一 下 ， 柯 西 在 逐 点 的 基础 上 定义 
了 连续 性 ， 他 指出 ， 如 果 im f/() = fa), 352, fE 是 连续 的 。 采 用 魏 
尔 斯 特 拉 斯 的 语言 ， 这 意味 着 对 于 每 个 e> 0， 存 在 一 个 对 应 的 6> 0， 使 
得 只 要 0<|x-al<5 ,就 有 | f(x)-f(a)|<e 。 因 此 , 对 于 一 个 固定 的 “ 革 
子 ”e 和 一 个 已 知 的 a, 我 们 能 够 求 出 所 需 的 和 但 是 此 处 的 5 同时 依赖 和 
a。 当 考虑 -- 个 不 同 的 a 值 时 ， 我 们 如 果 保 持 同一 个 e， 一 般 而 言 ， 必 须 
调整 对 6 的 选择 。 

爱德华 ， 海 涅 (1821 一 1881) 在 出 版 物 中 首次 作出 这 种 区 分 ， 不 过 
他 暗示 “这 个 普遍 概念 ”是 他 的 良师益友 魏 尔 斯 特 拉 斯 传授 给 他 的 。 中 
海 涅 给 出 了 一 致 连续 的 定义 ， 如 果 对 于 每 个 > 0， 存 在 一 个 6> 0， 使 得 
函数 了 的 定义 域内 的 任意 两 点 x 和 >， 只 要 它们 的 距离 小 于 65， 就 有 
[f(x)-f0O)|<e ， 那 么 了 在 其 定义 域 上 是 一 致 连续 的 。 在 本 质 上 ， 这 意 
味 着 “一 个 6 适用 于 所 有 se”, 所 以 在 这 个 一 致 距离 之 内 的 点 , 它们 之 间 的 
函数 值 之 差 将 在 E 的 范围 内 。 

显然 ， 一 个 一 致 连续 的 函数 ， 在 每 个 单独 的 点 是 连续 的 。 但 是 ， 相 
反 的 结论 并 不 成 立 ， 典 型 的 反例 是 定义 在 开 区 间 (0, 1) 上 的 函数 
f(x)-V/x ， 如 图 9-1 所 示 。 这 个 函数 在 (0, 1). 内 的 每 个 点 无 疑 是 连续 
的 ,但 是 它 不 符合 海 涅 的 一 致 连续 判别 准则 。 我 们 考察 一 下 何以 如 此 。 
令 e=1, 我 们 断定 不 会 存在 一 个 5> 0, 使 得 当 从 (0, 1) 选 择 满足 |x-y|<5 
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的 x 和 ?时 ,有 |7CO- JU)F E-H, 这 是 因为 ， 对 于 给 定 的 5, R 


们 可 以 选择 一 个 整数 N >max{1/6, 4} ,并 且 令 x=1A(N+2) 和 y=1/N。 
在 这 种 情形 下 ， aso (0, 1)， 并 且 有 


Ix- y|- 


-站 = 人 
ho N| N(N*2) N(N42) N 


然而 
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9-1 
回顾 第 6 章 ， 不 禁 使 我 们 想起 柯 西 曾经 论述 过 连续 函数 ， 同 时 ， 在 
他 的 某 些 证 明 中 实际 上 使 用 了 一 致 连续 性 。 值 得 庆幸 的 是 , 当 海 涅 在 1872 
年 证 明了 一 个 有 界 闭 区 间 [a, 引 上 的 连续 函数 必定 是 一 致 连续 函数 时 ， 一 
场 远 辑 推理 上 的 灾难 得 以 避免 。 就 是 说 ， 如 果 我 们 把 函数 限制 在 闲 区 间 
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[a,b] E, 那么 连续 性 同 -至 连续 性 之 间 的 差异 将 随 之 消失 。( 请 注意 , 在 
上 面 举 出 的 反例 中 ， 函 数 是 定义 在 一 个 开 区 间 上 的 。) 所 以 ， 对 于 有 界 闭 
区 间 上 的 函数 ， 当 在 证 明 中 出 现 柯 西 的 错误 概念 时 ， 多 亏 海 涅 的 结果 ， 
这 使 他 的 证 明 是 “可 补救 的 ”。 

魏 尔 斯 特 拉 斯 认识 到 一 种 更 为 重要 的 区 分 ， 那 就 是 点 态 收敛 同一 致 
收敛 之 间 的 差异 。 为 了 考察 这 两 种 收敛 概念 ， 我 们 有 必要 暂且 离开 一 下 
正题 。 

假定 我 们 有 一 个 函数 序列 ,所 ,及 …, fen ， 它 们 具有 相同 的 定义 
域 。 如 果 在 这 个 定义 域 中 国定 一 点 x， 并 且 把 它 代入 每 个 函数 ， 遂 产生 
一 个 数列 f, G9, f. G9, f A o BUEHET AA BIO x. SAM 
列 收敛 。 在 这 种 情况 下 ， 在 每 个 点 x 建立 了 由 (x) = lim f, G9) 定义 的 新 
函数 。 我 们 把 (x) RAON ASRR. 

例如 ， 考 虚 在 区 间 [0, x] 上 定义 的 函数 序列 ; 


fŒ) = sin x, f(x) = (sin x^, f (x) = (sin x) ,--., f, (x) = (sinx), 
这 个 序列 的 前 三 个 函数 的 图 形 在 图 9-2 中 画 出 。 


我 们 看 出 ， 对 于 所 有 上 >1 ， A()-s2) -1 ， 所 以 


im [2 ]-jimi-1. BAT, i x 在 区 间 [0, 内 ,但 是 x 了， 


那么 sinx=r ,其 中 0<r<1， 所 以 lim f, (x) = lim(7*) -0, 因此 ， 这 个 


点 态 极 限 为 
0, O&x«n/2 


fQ)-limfG)-1 x-7 
0 nx/2«x&1 


它 的 图 形 显示 在 图 9-3 中 。 


152 | 微 积 分 的 历程 ， 从 牛顿 到 勒 贝 格 


第 9 章 魏 尔 斯 特 拉 斯 | 153 


fix) s em fUr 


1 * 


9-3 


这 个 例子 引出 分 析 学 中 的 一 个 重大 问题 : 如 果 函 数 序 列 {A} 中 的 每 个 
函数 具有 某 种 确定 的 性 质 , 而 f 是 这 个 函数 序列 的 点 态 极限 ,那么 f 本 身 
必须 具备 这 种 性 质 吗 ? 用 数学 语言 表述 ， 就 是 问 函 数 的 一 种 特性 是 否 由 
点 态 极限 继承 。 如 果 每 个 大 是 连续 范 数 , 了 必定 是 连续 角 数 吗 ? 如 果 每 个 
太 是 可 积 的 ，f 必定 是 可 积 的 吗 ? 

要 是 单 赁 直觉 ， 可 能 回答 “是 的 ， 为 什么 不 是 呢 ! ”可 惜 ， 世 间 的 事 
物 并 非 如 此 简单 。 例 如 ， 连 续 性 就 不 是 点 态 极限 函数 继承 的 特性 ， 这 正 
是 使 过 去 的 柯 西 和 其 他 数学 家 迷惑 不 解 的 根 狼 。” 我 们 只 需 考 察 一 下 
上 面 的 例子 就 会 明白 ， 函 数 h(x) = (sinx) 是 处 处 连续 的 ， 然 而 它们 在 
图 9-3 中 的 点 态 极限 f(x) 在 x=7/2 就 是 不 连续 的 。 这 个 例子 同样 说 
明 ， 可 微 性 也 不 是 点 态 极限 继承 的 特性 。 

关于 积分 又 如 何 呢 ? 在 本 书 中 我 们 已 经 多 次 见 过 , 数学 家 们 一 度 认为 


lim ^ f, G9dx - f^] tim , 69 | dx 
从 这 个 等 式 断 定 ， 我 们 可 以 万 无 一 失地 交换 两 种 重要 的 微 积分 运算 : 先 


积分 然后 取 极 限 ， 或 者 先 取 极 限 然后 积分 。 
为 了 看 出 这 同样 是 错误 的 ， 我 们 在 区 间 [0, 1] 上 定义 一 个 由 函数 


154 ， 微 积分 的 历程 : 从 牛顿 到 勒 贝 格 
l 
0, O&x«— 
2k 
(16&? )x — 8k, ETTE 
f(x) = 2k i g 
(-16k°)x+16k, —<x<— 
4k k 


0, Lese 
k 


表示 的 序列 Uf, Q0) « XA ERBCAGAGUSICECROKAUVE AT AERE, Aot 
图 9-4 PRI fi, 有 和 多 的 图 形 显示 , 这 些 函 数 是 非常 平常 的 。 每 个 f(x) 都 
是 连续 函数 ,它们 的 “尖峰 ”在 越 来 越 靠近 原点 的 区 域 上 变 得 越 来 越 高 ， 
但 宽度 越 来 越 小 。 


=fr) 
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由 于 大 是 连续 函数 ， 对 它们 可 以 求 积分 ， 而 它们 的 积分 作为 图 9-5 
中 的 三 角形 的 面积 是 很 容易 计算 的 : 
= | 
[, 4 (dx = 三 角形 面积 = 了 bxh= [去 eo 1 


所 以 ， 当 这 些 三 角形 区 域 的 底 边 变 得 越 来 越 小 时 ， 它 们 的 高 以 三 角形 的 
面积 保持 不 变 这 样 一 种 方式 增加 。 于 是 ， 显 然 有 
im [. 60i o 


y = f(x) 


1 3 
2k 4k k 
图 9-5 
另 一 方面 ,我们 断言 { 大 } 的 点 态 极限 在 区 间 [0, 1] 上 处 处 为 零 。 毫 无 
疑问 ，f(0) =0 ， 因 为 对 于 每 个 有 /.(0) =0。 同 时 ， 如果 0<x<1， 
我 们 选择 一 个 满足 二 <x 的 自然 数 N, 并且 考察 所 有 位 于 其 后 的 函数 ， 
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即 所 有 满足 上 > N 1 fo 其 “尖峰 ” 已 经 移动 到 x 的 左 侧 , cR f 0) -0, 
因此 也 有 /Co = lim (oO= 0 。 我 们 由 此 看 出 


f, [imh Jà- NIC f,0-dx-0 


把 这 个 结果 同 式 (2) 比较 ,就 显现 令 人 诅 丧 的 事实 ; 函数 序列 积分 
的 极限 不 一 定 等 于 极限 函数 的 积分 。 用 符号 表示 ， 我 们 得 到 
lim | Aod f lim G9 |dx 。 再 次 看 到 ， 这 个 函数 序列 的 点 态 极限 


不 具备 - -种 “优美 的 ”解析 特性 ， 这 是 颇 为 遗憾 的 。 

魏 尔 斯 特 拉 斯 在 1841 年 之 前 就 察觉 到 这 种 情况 , 并 且 提 出 一 种 解决 
方法 。 思 但是， 以 他 固有 的 与 众 不 同 的 方式 ， 他 直到 1894 年 才 把 自己 的 
思想 公 诸 于 世 ， 这 已 是 在 半 个 世纪 之 后 的 事情 一 一 好 在 他 的 学 生 们 很 早 
以 前 就 把 这 种 思想 传播 出 去 了 。 他 的 想法 是 引进 一 种 更 强 的 收敛 形式 ， 
称 为 一 致 收敛 ， 在 这 种 收敛 概念 下 ， 函 数 序列 中 个 体 函 数 的 主要 性 质 将 
会 传递 给 它 的 极限 函数 。 

仿效 他 的 做 靶 ， 我 们 给 出 一 致 收敛 的 下 述 定义 : 人 简 者 对 于 每 个 a>0， 
存在 一 个 自然 数 N, WR kNm x 为 定义 域 中 的 任意 点 ， 那 么 有 
|f GO - fe91« e ， 这 时 就 说 函数 序列 (,) 在 共同 定义 域 上 一 致 收敛 于 
冰 数 Jf。 联想 到 一 致 连续 性 ， 这 表明 在 函数 f{x) 的 定义 域内 “一 个 和 N 适 
合 于 一 切 x”。 

对 于 这 种 收敛 方式 ， 可 以 作出 几何 解释 。 给 定 E> 0， 我 们 画 一 条 包 
?= f(x) 图 形 的 宽度 为 E 的 带 状 区 域 ， 如 图 9-6 所 示 。 依 据 一 致 收敛 ， 
我 们 必定 达到 这 样 一 个 下 标 N, BEF I U,) 中 的 加以 及 其 后 的 所 有 地 
数 全 部 落 入 这 个 带 状 区 域 。 正 如 一 致 收敛 这 个 名 称 所 显示 的 ， 这 样 一 些 
函数 在 区 间 [a, b] -B0B f. 
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pem pt d 


me 


图 9-6 


不 难看 出 ， 如 果 一 个 函数 序列 {天 } 一 致 收敛 于 函数 J， 那 么 {f} 把 
态 收敛 于 f， 但 是 相反 的 命题 不 成 立 。 例 如 ， 前 面 描述 的 “尖峰 ”函数 
序列 在 区 间 [0, 1] 上 点 态 收敛 于 零 值 函数 , 但 是 不 BUCHT RA ERR 
同 仅仅 是 点 态 收 敛 相 比 ， 一 致 收敛 算是 一 种 更 强 的 和 限制 更 大 的 收敛 
形态 。 

出 于 几 点 原因 ， 我 们 在 这 里 脱离 了 主题 。 首 先 ， 在 本 章 的 主要 结果 
中 需要 用 到 一 致 收敛 的 概念 。 其 次 , 这 些 思 想 在 本 书 其 余部 分 反复 出 现 。 
最 后 ， 这 样 一 些 成 熟 的 见解 足以 说 明 ， 在 微 积分 的 历史 上 魏 尔 斯 特 拉 斯 
何以 占有 如 此 重要 的 地 位 。Victor Katz 对 于 他 的 工作 作出 这 样 的 评价 ; 


在 魏 尔 斯 特 拉 斯 给 出 的 定义 中 ， 他 不 仅 绝对 清楚 某 些 量 是 如 何 
依赖 于 其 他 量 的 ， 而 且 完 成 了 不 用 像 “无 穷 小 ”这 样 一 些 术 语 
的 转变 。 从 此 以 后 ， 凡 是 涉及 这 类 概念 的 定义 ， 全 部 都 是 用 算 
术 方式 给 出 的 .加 
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四 个 重要 定理 


魏 尔 斯 特 拉 斯 不 仅 重 新 审视 分 析 学 中 的 各 种 定义 ， 同 时 他 还 是 应 用 
它们 证 明 重要 定理 的 大 师 。 下 面 我 们 给 出 他 获得 的 四 个 涉及 一 致 收敛 的 
结果 ， 不 过 不 子 证 明 。 

前 面 两 个 定理 解决 上 面 提 及 的 一 个 题目 : 在 一 致 收敛 条 件 下 ， 函 数 
的 重要 的 解析 性 质 从 国 数 序列 47;} 的 个 体 项 传递 给 它们 的 极限 函数 了 

定理 1 如 果 {f} 是 在 区 间 [a, 8] 上 一 致 收 但 于 了 的 连续 函数 的 序 
列 ， 那 么 本身 也 是 连续 函数 ， 

定理 2 WRA) ZER Ha 加 上 一 致 收敛 于 了 的 有 界 黎 曼 可 积 函 


数 的 序列 ， 那 么 f 在 [a, 如 上 是 黎 曼 可 积 的 ， 并 且 
im [ ende] [m n e f rt 


根据 定理 2， 对 于 一 致 收敛 的 函数 序列 ， 允 许 进行 取 极限 与 求 积分 
的 交换 。 

第 三 个 定理 如 今 称 为 魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 。 这 个 定理 在 连续 函数 
同 多 项 式 之 间 提供 一 种 始 料 未 及 的 联系 。 

定理 3 ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 ) ”如 果 f 是 定义 在 有 界 闭 区 间 [a, b) 
上 的 连续 函数 ， 那 么 存在 一 个 在 [a, b) E— So SCT. 的 多 项 式 的 序列 
Pg. 

这 个 定理 如 此 令 人 着 迷 ， 原 因 在 于 有 的 连续 函数 可 能 是 特性 极 差 的 
(事实 上 ， 这 正 是 我 们 马上 要 考察 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 反例 的 特点 )。 相 比 之 
下 ， 多 项 式 却 是 非常 平和 的 函数 。 后 者 竟然 可 能 一 致电 近 前 者 ， 这 仿佛 
是 一 桩 奇妙 的 天 赐 良 缘 。 

这 三 个 定理 都 与 一 致 收敛 有 关 。 它 们 使 连续 性 和 可 积 性 从 依 数 序列 
的 个 体 函数 传递 给 它们 的 极限 函数 ， 并 且 提 供 一 种 用 多 项 式 欢 近 连续 函 
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数 的 手段 。 但 是 首先 要 问 ， 存 在 确定 一 致 收敛 的 简单 方法 吗 ? 
判别 一 致 收敛 的 . -种 途径 是 用 所 谓 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 M Er, X E 

我 们 初步 结果 中 的 最 后 “个 定理 。 像 前 面 那样 ， 我 们 从 在 一 个 共同 定义 

域 上 定义 的 函数 序列 { 由 开始 ， 不 过 M 检 验 法 引进 一 种 新 奇 的 方法 : 我 


们 把 序列 的 前 n 项 相 加 ， 建 立 部 分 和 5,(x) = > ÁO - £0 fo 
& f, GO) 。 如 果 部 分 和 的 序列 {5,) 一 致 收敛 于 一 个 函数 /, 我 们 就 说 函数 项 
的 无 穷 级 数 》 AO 一 致 收敛 于 f 人)。 在 这 个 基础 上 ， 现 在 我 们 来 陈述 
下 述 结果 。 

定理 4 ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 M 检 验 法 ) 设 { 大 Co)} 是 定义 在 一 个 共同 定 
义 域 上 的 函数 序列 。 如 果 对 于 每 个 大 存在 一 个 正 数 ML， 使 得 对 于 定义 
域内 的 所 有 x， 有 | 大 CD|< M, ， 并 且 如 果 无 穷 级 数 M, 收敛 ， 那 么 函 


数 项 级 数 Y" 7) — Soc c 


这 个 检验 法 相当 于 函数 级 数 与 数值 级 数 之 间 的 一 个 比较 检验 法 ， 其 
中 数值 级 数 的 收敛 强 含 钞 数 级 数 的 一 致 收敛 。 例 如 ,考虑 区 间 [0, 1] 上 由 
x 


o9 x! x? x 
=》 一 一 一 = 二 二 一 十 一 十， 
S) ig 23 p p 


定义 的 函数 。 这 里 ， 对 于 [0, JARRE x， 我 们 有 | 


一 ， 而 根据 第 4 章 欧 拉 关 于 雅 各 布 。 伯 努 利 难题 的 结果 ， 


(k+ K 
可 知 > -T B 检验 法 立即 推出 函数 Ja 一 致 收 剑 。 此 外 ， 如 果 


对 部 分 和 Sn(x) 应 用 定理 1 和 定理 2, 可 知 / 本 身 也 是 连续 函数 , 因为 每 个 
部 分 和 消 数 是 连续 的 ， 并 且 
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其 中 再 次 得 益 于 欧 拉 关于 级 数 > 的 结果 。 至 此 ， 对 于 交换 取 极限 与 


求 积分 的 无 限 过 程 , 无 论 情况 多 么 复杂 , 我 们 已 经 提示 所 有 的 干预 步骤 。 
魏 尔 斯 特 拉 斯 MM 检验 法 使 我 们 能 够 断定 了 (x) 是 连续 函数 ， 并 且 淮 确 地 求 
出 它 的 积分 值 ， 这 是 一 个 具有 重大 意义 的 成 就 。 

我 们 终于 完成 了 一 切 淮 备 工作 ， 搭 建 起 数学 史上 行将 演绎 的 Ai 
动 事件 的 舞台 。 


数学 家 们 早 就 知道 , 一 个 可 微 的 (“ 光 请 的 ) 函数 必定 是 连续 的 ("不 
间断 的 ”) 函数 ， 但 是 ， 反 之 不 然 。 例 如 ， 一 个 像 》=1xz| 这 样 的 V 字 型 
函数 是 处 处 连续 的 函数 ， 但 是 它 在 x=0 处 是 不 可 微 的 ， 它 的 图 形 在 那里 
突然 改变 方向 ， 形 成 一 个 换 角 。 

然而 ， 人 们 曾经 认为 连续 函数 必定 “多 半 ” 是 光滑 的 。 赫 赫 有 名 的 
安 德 烈 。 马里。 安培 (1775—1836) 对 连续 函数 通常 是 可 微 的 命题 曾经 
提出 过 一 个 证 明 , 而 且 在 19 世纪 整个 前 半期 ， 微 积分 学 教科 书 都 支持 这 
种 见解 名 

这 无 疑 是 有 吸引 力 的 。 任 何人 可 以 想象 这 样 一 幅 连 续 的 “锯齿 ” 状 
图 形 ， 平 请 地 上 升 到 一 个 齿 角 ， 然 后 下 降 到 下 一 个 齿 角 ， 接 着 再 上 升 到 
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另 一 个 毒 角 ， 如 此 延续 下 去 。 当 我 们 压缩 “ 锯 元 ”时 ， 得 到 越 来 越 多 不 
可 微 的 点 。 尽 管 如 此 ， 似 乎 必定 继续 存在 使 函数 图 形 从 一 个 齿 角 平滑 地 
上 升 或 者 下 降 到 另 一 个 上 当 角 的 区 间 。 由 此 可 见 ， 几 何 图 形 表明 ， 任 何 连 
续 函 数 必定 存在 大 量 可 微 的 点 。 

因此 ， 当 魏 尔 斯 特 拉 斯 构造 出 处 处 连续 但 是 无 处 可 微 的 函数 时 ， 引 
起 巨大 震惊 ， 这 是 一 个 稀奇 古怪 的 函数 实体 ， 它 看 起 来 是 连续 的 ， 却 是 
处 处 参差 不 齐 的 。 这 个 函数 被 大 多 数 人 视 为 难以 想象 的 ， 它 不 仅 推翻 了 
安培 的 “定理 ”, 而 且 把 几何 直观 作为 微 积分 的 可 靠 基 础 的 主张 逐 出 了 历 
TAGS. 

人 们 普遍 认为 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 是 在 19 世纪 60 年 代 构 造 出 他 的 例子 
H, HEHE 1872 年 7 月 18 日 把 这 个 例子 提交 给 柏 本 科学院。 按照 以 往 
的 习惯 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 设 有 匆忙 公布 他 的 发 现 ; 直到 1875 年 ， 这 个 病态 
函数 才 由 保罗 ， 杜 布 瓦 ， 雷 蒙 (1831 一 1889) 首次 发 表 。 

毋庸 置疑 ， 一 个 如 比特 殊 的 函数 自然 远 非 初等 函数 。 就 其 学 术 上 的 
复杂 程序 而 言 ， 它 或 许 是 本 书 中 要 求 最 苛刻 的 结果 。 但 是 ， 由 于 这 个 函 
数 独 具 的 违反 直觉 的 特性 ， 努 力 构 造 它 是 非常 值得 的 ， 更 不 用 说 它 具 有 
的 历史 意义 了 。 下 面 我 们 仿效 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 论证 ， 但 是 改变 了 他 的 记 
号 ， 同 时 为 了 清晰 起 见 ， 间 或 添加 了 某 些 细节 。 

我 们 从 一 个 引 理 开始 ， 这 个 引 理 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 在 证 明 中 需要 使 用 
的 。 他 用 一 个 三 角 恒 等 式 证 明 这 个 引 理 ， 但 是 我 们 给 出 利用 微 积分 的 一 
个 证 明 。 

引 理 如果 B>0， 那 么 


cos( ANT + Br.) — cos( AT) 
B 


证 明 4 (x) = cosinx) Æ REA, 4+ 到 上 的 函数 。 根 据 中 值 定 理 ， 
在 4 和 4+ 召 之 间 存 在 一 点 c， 使 得 


EL 
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MA+B)-hA) _ jo) 
B 


这 个 结果 等 价 于 
COs(AT+ BA)— cos( An) ee 
B 
由 此 推出 


cos( An + BT)— cos( An) 
B 


现在 我 们 用 魏 尔 斯 特 拉 斯 本 人 当初 的 表达 方式 介绍 他 的 著名 反例 。 
定理 ”如果 az>3 是 一 个 奇数 ， 上 是 严格 介 于 0 与 1 之 间 的 一 个 常数 
且 满 足 咯 >1+3r72 ， 那 么 函数 


f(x) = Y b cos(na' x) 


=| -nsin(cen)| <Sa-l=n 


是 处 处 连续 的 和 无 处 可 微 的 。” 


Dies kann z. B. folgendermassen geschehen. 
Es sei x eine reelle Ve;ánderliche, a eine ungrade ganze Zahl, b eine 
positive Constante, kleiner als 1, und 


f(a) = Èt oos (zx); 


so ist f(z) eine stetige Function, von der sich zeigen läsat, dasa sie, sobald 
der Werth des Products ab eine gewisse Grenze übersteigt, an keiner Stelle 
einen bestimmten Differentialquotienten besitzt. 


魏 尔 斯 特 拉 斯 病态 函数 (1872) 


证 明 显然 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 在 对 a 和 b 设 置 这 些 离奇 的 约束 条 件 之 
前 , 已 经 进行 了 大 量 收 集 材料 的 准备 工作 , 为 了 简化 讨论 , 我 们 将 取 a= 
21 和 b= 13. 这 种 选择 满足 定理 中 设 定 的 条 件 ， 因 为 a 之 3 是 一 个 奇 
数 ，b 位 于 区 间 (0,1) 内 ,并且 ab=7>1+3n/2。 所 以 ， 我们 的 特定 函 
数 将 是 
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eor nx) (3) 


- cos(R.x)4 SN Pi cos(441m x) CEM 


fQ)- yet 7 


为 了 证 明 dii ek 只 需 应 用 M 检验 法 。 显而易见， 


LE s iL KAF 32. 因此， 这 个 级 数 一 致 收敛 于 大 


由 于 每 个 直 和 项 SOT p capi, 所 以 根据 前 面 的 定理 1，/ 也 


是 处 处 连续 的 。 

对 于 证 明 函 数 /是 处 处 连续 的 和 无 处 可 微 的 ， 看 起 来 我 们 已 做 了 一 
半 工 作 ， 然 而 ， 证 明 它 是 “无 处 可 微 的 ”部 分 却 是 难 上 加 难 的 。 为 此 目 
的 , 我 们 从 固定 一 个 实数 开始 . 我 们 的 目标 在 于 证 明 SO 是 不 存在 的 . 
由 于 + 是 任意 的 ， 这 个 结果 也 就 证 实 /无 论 在 什么 点 都 是 不 可 微 的 . 

在 下 述 艇 尔 斯 特 拉 斯 推理 中 ， 汇 集 一 些 看 上 去 没有 联系 的 问题 的 车 
干 结果 是 有 益 的 。 毫 无 疑问 ， 其 中 每 个 结果 都会 在 他 的 盛大 演出 的 菜 个 
场合 扮演 重要 角色 。 

首先 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 注意 到 ， 对 于 每 个 由 = 1,2,3, …， 实数 21"7 OR 
任何 实数 一 样 ) 处 于 同 它 最 接近 的 整数 的 半 个 单位 的 范围 内 。 因 此 ， 对 
于 每 个 整数 m， 存 在 这 样 一 个 整数 ,使 得 0 Dira + CR 


见 图 9-7).。 e, -2Yr-a, X a, l8 217r Z je] 9 6] 38, ELE Hn 


æ, tE, =2]"r (4) 
整数 
am 21" r 
1 | } 1 
9m" 了 k Em 一 一 am*3 
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| 1 IP NET E 
BT --«e, eL; paoc <: T . 为 了 便于 表示 ， 
RFEA h, T , 0 HEX 
RPI32 AE. 5 
21"h, =1-E 和 ^3 (5) 
现在 ,根据 挤 压 定理 ， o<: <h ; «S R MARE limh, -0. 这 个 正 


数 项 序列 将 在 证 实 了 (x) 的 不 可 微 性 中 起 决定 性 作用 . 
这 时 ， 我 们 CH EO 国定 整数 m。 像 谣 尔 斯 特 拉 斯 所 做 的 那样 ， 我 
们 利用 式 (3)， 并 且 考 察 微 商 : 
ecos(2] n[r* h,]) x cos(2I nr) 

fir*h)-fe). à y 1 oy 
h, h, 

py NEIN 21 nh, ) - cos nr) 

E- 35 

2 
yh, 


k-m 


在 此 ， 无 穷 级 数 已 经 被 分 成 两 部 分 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 将 分 别 考察 每 一 部 分 
的 绝对 值 。 
对 于 第 一 个 级 数 ， 我 们 应 用 引 理 ， 并 取 A4=21r 和 B=21h,， 确 定 

每 个 直 和 项 的 界 如 下 : 

cos(21* nr +21 nA, ) - cos(21* nr) 
3 n. 

cos(21* n. -- 21! nh )— cos(2I A7)| 
2l* b, 


一 了 Ta 


于 是 ， 由 三 角 不 等 式 ， 我 们 得 到 第 一 个 级 数 的 一 个 上 界 : 
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i cos(21^ nr 4 21' nh ) - cos(21' n7) 


2, TA 


cos(2l nr * 21 nh, ) - cos(2l* nr) 
3h 


k=0 


m-i m 
Enna) 6 Heten (7) 


kaĝ 


式 (6) 中 的 第 二 个 级 数 提出 一 个 更 大 的 挑战 .为 了 确定 它 的 绝对 值 ， 
我 们 进行 四 项 相关 的 考察 : 
(A) $Ék 2m, HWA (A) 和 式 C5) 看 出 
2l nr * 2l! nh, =21 "n[21" r - 21", ] 
- 21*"n[(a, 4 &,)* (1- €, )] 
- 21*"n[a, +1] 
但 是 21”" 是 一 个 奇数 ,而 om, 也 是 一 个 整数 。 S. 21*"n[o, 1] 等 于 所 
的 伪 数 倍 或 者 奇数 倍 ， 这 取决 于 +1 为 偶数 或 者 奇数 。 由 此 推出 
cos(21* nr 4 21 nh )=cos(21: "Rn{o, +])= (1) 


(B) 我 们 再 限定 庆 宛 m， 并 且 利 用 式 {4)， 得 到 


21 nr « 21 "x21" r) 2 21^ " n(a,, +E) 


由 一 个 众所周知 的 三 角 恒 等 式 ， 我 们 得 到 
cos(21* nr) 2 cos(21 " za, 21 "me, ) 
= cos(21* "za, y-cos(21* "me, ) 
-sin(21 "a, )-sin(21* "me, ) 


此 处 21 fa 等 于 的 偶数 倍 或 者 奇数 倍 ， 这 取决 于 a, 为 偶数 或 者 奇 
数 ， 所 以 


cos(21* tr) — (-1)^ .cos(2I: “ne, ) - 0-sin(21^ "me, ) 
= (-1)^ -cos(21* ^ xe, ) 
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(C) (这 是 一 项 容易 求 得 的 结果 ) 由 于 余弦 的 性 质 ， 
1+ cos(21*7n£,)20 
(D) 由 于 -了 <6。 er. Wb ene «7. 所 以 cos(n£,) 20 . 
现在 ， 对 于 式 (6) 中 第 二 个 级 数 应 用 CAD fa (BO) 的 结果 ， 得 到 
它 的 绝对 值 的 一 个 下 界 : 


e. cos(2I* nr 4 2I! nh, ) - cos(2] nr) 


= Fh 
[xe (71) 7" - (71) -cos(21* "me, ) 
i 3h, 
e (CDe cos(21"" e, )] 
cmd FA 
[C7 | | 过 1+cos(21 ”Ten) 
ele eei 
m k-m 


lg 1 cos(21* "e, ) 

A Z 3! 
最 后 一 个 等 式 成 立 是 因为 根据 {C )， 级 数 中 的 每 一 项 取 非 负 值 。 

这 个 非 负 项 级 数 的 和 必定 大 于 它 的 第 一 项 (其 中 = m)， 所 以 根据 

(D) 和 式 (5)， 我 们 得 到 
P CEA C 2d, 
re 3* h, 
zi ] ye usu 
h T 3"h 3"(3/2) 3 


以 上 全 部 推导 ， 落 下 了 正剧 之 前 的 元 长 序幕 。 魏 尔 斯 特 拉 斯 此 时 导 
出 了 关键 性 的 不 等 式 ， 他 从 刚才 证 明 的 结果 开始 ， 最 终 确定 函数 了 (x) 的 
微 商 的 界限 : 
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307) P » cos(2]* nr + Pepe) eoat m 
_|f(r+h,)— A S OXOERHEOLER)SCSKAERE 
h, FE TA- 
(根据 式 (6)) 
ý fth) fr) à $ e nr +AT gh) oom) 


fir*h)- fo), m. 
queen Tz (根据 式 (7)) 


从 这 一 串 不 等 式 中 的 第 一 个 和 最 后 一 个 ， 我 们 推出 


fr h,)- f(r) 2 m X m 2 mn m 
人 > ) AY )= É dr (8) 
表达 式 (8) 具有 两 个 主要 特性 : 第 一 ， 数 -本 =0.14307 是 一 个 


正常 数 . 第 二 , 式 (8) 中 的 不 等 式 对 于 我 们 所 取 的 固定 的 自然 数 m 成 立 ， 
而 m 是 随意 取 的 。 考虑 到 这 一 点 ， 我 们 现在 “不 固定 ”m， 并 且 取 极限 : 


MaE > 加- 了 ~- 
m| 3 6 


但 是 我 们 注意 到 ， 当 m 一 ww 时 所 一 0， 因此 ， fo)» im 16192770) 


不 能 作为 一 个 有 限量 存在 .简单 地 说 〔 简单 吗 ? ) f(r) 在 x= r 是 不 可 
微 的 。 同 时 ， 由 于 ”是 一 个 未 指定 的 实数 ， 这 就 证 实 魏 尔 斯 特 拉 斯 定义 
的 函数 是 无 处 可 微 的 ， 尽 管 它 是 处 处 连续 的 函数 ， " 
当 读者 从 魏 尔 斯 特 拉 斯 论证 的 震撼 下 恢复 平静 时 ， 多 半 会 产生 一 些 
反应 。 反 应 之 一 会 是 对 他 所 表现 的 才能 万 分 惊讶 。 他 在 整合 这 个 证 明 中 
显示 出 的 天 赋 是 出 类 拔 茶 的 。 
另 一 个 反应 是 可 能 产生 某 种 不 安 的 感觉 ， 因 为 我 们 恰好 证 实 了 一 个 


lim 
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连续 函数 可 以 不 存在 可 微 性 点 。 函 数 的 图 形 无 处 是 平滑 地 上 升 的 或 者 下 
降 的 。 在 它 的 图 形 上 设 有 一 点 存在 一 条 切线 。 这 是 一 个 离奇 的 函数 ， 它 
的 每 个 点 好 似 一 个 尖 角 ， 然 而 它 又 是 处 处 连续 的 。 

y-fQG) 的 图 形 是 否 会 给 我 们 - - 些 启发 呢 ? 很 遗憾 ,由 于 /是 函数 项 
的 一 个 无 穷 级 数 ， 我 们 只 能 停留 于 画 出 部 分 函数 和 的 图 形 。 例 如 ， 我 们 
在 图 9-8 中 仅 画 出 第 3 个 部 分 和 


S$,(x) = > nx). RI e E cos(44 Im x) 


9 
FERIA ORCI PRIPP, S 
性 ， 但 是 没有 尖 角 。 事 实 上 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 函数 的 任何 部 分 和 只 包含 有 
限 的 余弦 项 ， 因 而 是 处 处 可 微 的 。 无 论 画 出 哪个 部 分 和 的 图 形 ， 我 们 都 
不 能 从 中 找到 一 个 角 点 。 然 而 ， 当 我 转向 求 极限 产生 了 本 身 时 ， 必 定 处 
处 出 现 角 点 。 魏 和 尔 斯 特 拉 斯 函数 超出 我 们 直觉 所 能 理解 的 范围 ， 是 远 非 
可 以 用 几何 图 形 画 在 黑板 上 的 。 但 是 从 上 面 的 证 明 看 出 ， 它 的 存在 是 性 
庸 置疑 的 。 


图 9-8 
对 于 魏 尔 斯 特 拉 斯 这 个 论证 的 最 后 一 个 反应 必然 是 为 它 的 高 度 严 格 
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的 标准 喝采 。 犹 如 一 位 音乐 大 师 指挥 一 支 著 名 的 管弦 乐队 ， 魏 尔 斯 特 拉 
斯 把 基本 定义 、 绝 对 值 以 及 大 量 的 不 等 式 融合 成 一 个 协调 的 整体 。 在 他 
的 证 明 中 ， 看 不 出 任何 处 理 是 随心 所 欲 的 ， 不 存在 丝毫 赁 直觉 的 痕迹 。 
所 以 后 代 的 分 析 学 家 们 对 他 的 最 高 迁 淮 是 这 个 证 明 展现 了 “ 魏 尔 斯 特 拉 
斯 的 严格 性 ”。 

毫 无 疑问 ， 对 于 一 个 如 此 病态 的 函数 ， 并 非 人 人 都 会 感到 兴奋 。 某 
些 批评 者 毅然 反对 存在 一 个 把 不 等 式 作为 对 付 直觉 的 王牌 的 数学 世界 。 
我 们 在 前 面 一 章 介绍 过 的 查尔斯 ， 埃 尔 米 特 ， 对 于 这 个 发 现 踏 然 神伤 ， 
襄 叹 道 :,“ 从 这 场 令 人 忱 惜 的 没有 导数 的 函数 灾难 中 ， 我 深 感 震惊 和 到 
Hio OEF e EMR (1854—1912) 把 黎 尔 斯 特 拉 斯 举 出 的 病态 函数 的 
例子 称 为 “一 种 对 常识 的 踩 足 ”。"" 受到 的 触怒 的 埃 米尔 * 皮卡 (1856 
一 1941) 则 这 样 表 达 他 的 愤慨 :“ 要 是 牛顿 和 莱 布 尼 芯 曾经 想到 连续 函数 
不 一 定 存在 导数 ，…… 他 们 就 无 需 发 明 微分 法 了 。” 00 不 过 ， 这 些 仿佛 
从 伊甸园 走出 来 的 数学 家 信以为真 的 建立 在 直觉 形式 和 几何 基础 上 的 微 
积分 已 经 永远 消失 了 。 

但 是 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 推理 是 严密 的 。 只 要 不 抛弃 极限 、 连 续 性 和 
可 微 性 的 定义 ， 或 者 不 拒绝 赋予 分 析 学 家 们 引进 无 限 过 程 的 权利 ， 那 些 
批评 家 就 注定 要 失败 。 倘 车 遇 到 像 一 个 连续 而 又 无 处 可 微 的 函数 这 种 直 
觉 上 的 困难 ， 那 么 学 者 们 理应 修正 他 们 的 直觉 ， 而 不 是 抛弃 他 们 面前 的 
数学 。 分 析 学 的 严格 性 因为 柯 西 而 提高 ， 又 因为 魏 尔 斯 特 拉 斯 而 达 -一 个 
新 的 顶峰 。 无 论 人 们 是 否 喜欢 它 ， 逆 转 终归 是 不 可 能 的 。 

在 持续 不 断 的 起 伏 中 ， 数 学 家 们 建立 起 雄伟 的 理论 体系 ， 然 后 寻找 
足以 揭示 他 们 的 思想 界限 的 恰当 反例 。 这 种 理论 与 反例 的 对 照 成 为 正确 
推理 的 引擎 ， 凭 借 这 种 工具 ， 数 学 得 以 进步 。 因 为 我 们 唯 有 知道 某 些 特 
性 是 如 何 丧 失 的 ， 方 能 了 解 它们 是 怎样 发 挥 作用 的 。 间 样 ， 我 们 唯 有 认 
清 直觉 是 如 何 把 人 引入 歧途 的 ， 方 能 如 实地 评价 推理 的 威力 。 
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关于 微 积分 的 演化 历程 ,我 们 讲述 到 了 1873 年 ， 此 时 离 欧 拉 辞世 将 
近 一 个 世纪 ,而 距 牛 顿 和 莱 布 尼 获 初创 微 积分 已 介 两 个 世纪 。 及 至 这 时 ， 
柯 西 、 黎 曼 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 为 推进 微 积分 严格 化 而 做 的 工作 ， 足 以 令 随 
后 可 能 登场 的 任何 后 世 的 伯 克 莱 们 三 绽 其 口 。 那 么 ， 在 分 析 学 中 还 遗留 
着 有 待 攻克 的 难题 吗 ? 

答案 当然 是 …… “当然 "。 当 数学 家 们 蝎 尽 全 力 建立 像 连续 性 和 可 积 
性 这 样 一 些 基本 概念 时 ， 他 们 取得 的 巨大 成 功 也 引出 了 连带 的 问题 ， 这 
些 问 题 或 者 具有 诱惑 力 ， 或 者 极端 下 难 ， 或 者 既定 诱惑 力 又 极端 末 蕉 。 
有 许 许多 多 独 具 特色 的 例子 ， 从 这 些 例子 中 可 以 罕 视 未 来 的 研究 途径 ， 
而 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 病态 函数 就 是 这 些 例子 中 最 著名 的 一 个 。 下 面 我 们 将 
要 考察 儿 个 其 他 的 例子 ， 这 些 例子 将 在 本 书 其 余 几 章 讨论 。 

第 一 个 例子 就 是 通常 所 说 的 “ 直 尺 函数 "， 是 在 约翰 尼斯 “卡尔 HE 
梅 (1840—1921) 于 1875 年 所 写 的 一 本 书 中 提出 的 , 这 是 一 个 简单 但 是 
带 有 挑战 性 的 例子 。 他 在 介绍 直 尺 函数 时 用 这 样 的 开场 白 :“ 在 单独 的 点 
连续 或 者 不 连续 的 可 积 函数 是 五 花 八 门 的 ， 但 是 最 重要 的 是 识别 那些 通 
常 是 无 限 不 连续 的 可 积 函 数 。” IU 

托 梅 函数 是 在 开 区 间 (0, 1) 上 由 

0, x 为 无 理 数 
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定义 的 函数 。 由 此 可 知 ，r(1/5) = r(217$)= r(4/10) 2 1/5 ， 而 r(r/16)= 
r(1/42) 2 0。 图 10-1 显示 这 个 函数 在 y=1/7 之 上 的 部 分 图 形 ;在 y=1/7 
之 下 ， 图 中 散 列 点 的 密集 程度 是 难以 想象 的 。 这 个 图 形 由 于 呈现 一 条 直 
尺 上 的 垂直 刻度 ， 因 而 得 名 。 


y "r(X) 


mI 


w| — 


y= D= nl »[- 


ol 
t [co 


TT 2 3 488 
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# 10-1 
应 用 前 一 章 引 进 的 -56 定义， 很 容易 证 明 下 面 的 引 理 。 
引 理 ”如果 a 是 区 间 (0,1) 内 的 任意 点 ， 那么 limr(x)=0. 
证 明 对 于 >0， 我 们 选择 一 个 满足 1/N < 的 自然 数 N. 证 明 依 


据 如 下 结果 : 在 区 间 (0,1) 内 仅 有 有 限 个 最 简 形 式 的 有 理 数 是 以 N 或 者 
更 小 的 自然 数 作为 分 母 的 。 例 如 ， 以 5 或 者 小 于 5 的 自然 数 作 为 分 母 的 
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这 种 分 数 有 1/2, 1/3, 2/3, 3/4, V5, 3/5 和 4/5. 由 于 这 个 集合 是 有 限 的 ， 我 
们 可 以 求 出 一 个 足够 小 的 正 数 6, 使 得 区 间 (a-6 at6) 落 入 (0,1) 内 ， 
并 且 这 个 区 间 不 包含 这 些 分 数 (a 除外 ). 现在 选择 满足 0<|lx-aj<6 的 任意 
x， 并 且 考 虑 两 种 情形 。 第 一 ， 如 果 pqa 是 最 简 形 式 的 有 理 数 ， 那 么 
Ir(x)-0|=|r(p/g)|=1/qg<1/N<E， 因 为 只 要 piqta 在 区 间 (a-ó 
arð) H, q 必定 大 于 N. 第 二 ， 如 果 x 为 无 理 数 ， 那 么 间 样 有 
[r(x)-0|2 0 « e .无 论 哪 一 种 情形 ,对 于 E>0, 我 们 已 经 求 出 一 个 > 0， 
只 要 0<|x- al<6 ， 就 有 |r(x)-0|<E 。 根 据 函 数 的 极限 的 定义 ， 

limr(x) - 0. E 

LASIA, RITTERA ARRA ERA SUA RIE 

它 在 区 间 (0,1) 的 每 个 无 理 数 点 是 连续 的 ， 而 在 其 中 每 个 有 理 数 点 是 不 
连续 的 。 这 是 立即 可 得 的 结果 ， 因 为 如 果 a 为 无 理 数 ， 那 么 根据 引 理 ， 

# r(a) 707 lim r(x) 一 一 恰好 符合 :x) 在 x=a 连 续 的 柯 西 定义 。 另 一 方面 ， 
如 果 apl 是 一 个 最 简 形 式 的 有 理 数 ， 那 么 

r(a)=r(p/q)=1/q4 #0= limr(x) 


所 以 直 尺 函数 在 xa EDERN. 

这 个 结果 向 我 们 展现 一 种 奇特 的 情景 : 直 尺 函数 在 无 理 数 点 是 连续 
的 (我们 越 来 越 不 可 靠 的 直觉 把 它 视 为 “不 间断 的 ")， 而 在 有 理 数 点 是 
不 连续 的 《“ 间 新 的 ”)。 绝 大 部 分 人 会 发 觉 ， 函 数 的 连续 点 同 不 连续 点 能 
够 如 此 缠 结 在 一 起 是 难以 想象 的 。 但 是 ， 上 面 的 数学 论证 是 明确 无 误 的 
而 不 是 模棱两可 的 。 

我 们 把 直 尺 函数 的 定义 域 从 区 间 (0, 1) 扩展 到 全 部 实数 集 ， 这 将 会 
是 有 用 的 。 为 此 目的 ， 令 新 函数 在 每 个 整数 点 取 值 1， 并 且 把 ro) 的 拷贝 
KW T8 TDERO,2)0,3, … 之 上 。 更 确切 地 说 ， 我 们 定义 扩展 的 直 尺 
函数 只 为 
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1，xY 为 整数 
R(xX)-4r(x-n) xii nc«x«n^l, n200g9 RI 
r(x*n*lD, xiMiE£-(n*l1)«x«-n, n209 MA - S 
按照 上 面 的 定义 ， 对 于 任何 实数 *， 我 们 有 limRQ)-0, FA REA 
无 理 数 点 是 连续 的 ， 而 在 每 个 有 理 数 点 是 不 连续 的 。 

直 尺 函数 提出 一 个 自然 的 问题 “怎样 反 转角 色 方 能 创建 一 个 在 每 
个 有 理 数 点 连续 而 在 每 个 无 理 数 点 不 连续 的 函数 ? ”这 个 问题 虽然 说 起 
来 非常 简单 , 但 是 它 的 解答 是 很 深奥 的 , 而 且 是 极为 有 趣 和 令 人 着 迷 的 。 
这 将 是 下 一 章 讨论 的 主题 。 

ERIS R 值 得 注意 的 另 一 个 原因 ， 在 于 它 不 连续 的 范围 尽管 是 无 
限 的 ， 然 而 它 在 区 间 [0, 1 是 可 积 和 的。 自然 ， 这 就 是 托 梅 在 上 面 那 本 书 的 
开场 白 中 道 出 的 实质 。 为 了 证 明 这 一 点 ， 我 们 利用 第 7 章 中 的 黎 曼 可 积 
性 条 件 。 

我 们 从 一 个 4 >0 的 值 和 一 个 固定 的 函数 振幅 o> 0 开始 。 然 后 选择 
一 -个 满足 LN < o 的 自然 数 N. 按照 前 面 的 论证 ， 我 们 知道 区 间 [0, 1] 
仅 含有 有 限 个 最 简 形 式 的 有 理 数 p/9， 使 得 Rp/q9)< IN， 也 就 是 说 ， 这 
些 最 简 形 式 的 有 理 数 的 分 母 不 大 于 N。 我 们 令 M 为 这 种 最 简 形 式 的 有 
理 数 的 个 数 ， 并 且 划 分 区 间 [0, 1] 使 其 中 每 个 最 简 形式 的 有 理 数落 入 宽 
度 为 92M 的 一 个 子 区 间 内 。 我 们 把 这 些 子 区 间 称 为 A 类 子 区 间 ， 也 就 
是 国 数 振幅 超过 co 的 子 区 间 。 用 黎 曼 的 术语 ， 我 们 有 


d d 
s(o)- 28 = "Yi < (x 
所 以 当 d 一 0 时 s(a) 一 0。 这 正好 是 歼 曼 需要 建立 的 可 积 性 条 件 。 换 名 
话说 ， 积 分 | R(x)dx 存在 。 当 知道 这 个 积分 存在 后 ， 我 们 很 容易 进一步 
证 明 RG9dx - 0. 
应 当 说 明 ， 直 尺 函数 所 扮演 的 角色 同 第 7 章 中 的 黎 曼 病态 函数 是 相 
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仿 的 。 这 两 种 函数 都 是 无 限 不 连续 的 ， 然 而 又 都 是 可 积 的 。 它 们 之 间 的 
主要 差异 在 于 直 尺 函数 更 为 简单 ， 而 在 某 些 情况 下 ， 小 小 的 简单 性 却 是 
不 可 轻视 的 。 

这 些 例 子 提出 一 个 令 数 学 家 们 神往 的 问题 。 回 忆 一 下 ， 狄 利克 雷 函 
数 是 处 处 不 连续 的 和 非 歼 曼 可 积 的 。 相 反 ， 直 斥 国 数 仅 在 有 理 数 点 是 不 
连续 的 , 并且 是 可 积 的 。 毫 无 疑问 , 直 尺 函数 存在 一 种 极端 的 不 连续 性 ， 
然而 它 仍 然 具备 足够 的 连续 性 使 其 成 为 可 积 的 。 凭 借 这 样 的 证 据 ， 数 学 
家 们 猜测 ， 一 个 黎 曼 可 积 函 数 虽说 可 能 是 不 连续 的 ， 但 是 不 至 于 过 分 地 
不 连续 。 函数 的 连续 性 与 可 积 性 问题 将 使 分 析 学 家 们 在 19 世纪 剩余 的 岁 
月 忙 得 不 亦 乐 平 。 从 本 书 最 后 一 章 我 们 会 看 到 ， 这 个 举世 瞩目 的 问题 是 
Hi SERI * 勒 贝 格 着 手 研 究 并 于 1904 年 最 终 解决 的 。 

我 们 在 下 面 举 出 的 三 个 例子 是 相互 关联 的 ， 所 以 可 以 把 它们 帮 在 一 
起 考察 。 像 直 尺 函数 一 样 ， 这 几 个 函数 具有 令 人 惊奇 的 特性 ， 所 以 是 大 
多 数 分 析 学 教科 书 务必 讨论 的 。 

首先 ， 我 们 定义 函数 


s(x) = E ix} x0 


0, x=0 
并 且 在 图 10-2 中 画 出 它 的 图 形 。 当 * 趋 近 零 时 ， 其 倒数 Ux 无 限 增 加 ， 
致使 cos(1/x) 在 原点 的 任何 邻 域内 从 -1 到 1 无 限 次 地 来 回 摆动 。 如 果 用 一 
种 委婉 的 说 法 ， 那 就 是 函数 So0 在 原点 附近 剧烈 地 振 蕊 。 

通过 引进 序列 /kr (k=1, 2, 3, …) ， 并 且 考 察 函 数 图 形 上 对 应 于 
L/kn 的 点 ,我 们 证 明 不 存在 极限 limS(x) 。 如 图 10-2 中 所 示 , 我 们 的 函 
数 交 替 地 选取 峰值 与 谷 值 。 就 是 说 ， 我 们 有 lim(1/kn)=0 ， 但 是 
lim S(1/kn) = lim[cos(kz)] = lim(-D* 。 由 于 后 面 这 个 极限 不 存在 ， 极 限 
lim Sx) 也 就 不 存在 ， 而 这 本 身 又 意味 着 S(x) 在 x=0 是 不 连续 的 。 
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图 10-2 


与 此 相关 的 第 二 个 函数 是 
T(x) = | 


xsin(l/ x), x «0 
0, x=0 
它 的 图 形 在 图 10-3 中 给 出 。 由 于 函数 定义 中 包含 乘 数 x， 当 x SIL SR 
时 了 的 无 限 次 振荡 逐渐 衰减 。 

在 任何 非 零 点 , T 是 两 个 连续 函数 y=x 和 y=sin(1/x) 的 乘积 , 所 以 
它 本 身 是 连续 的 。 由 于 |x 上 xsin(1/x) 所 x| 和 lim(-|xD)=0=lim|x|， 
挤 压 定理 保证 lim7T(x)=0=7(0) , 所 以 7 在 x=0 也 是 连续 的 。 总 之 ,了 
是 一 个 处 处 连续 的 函数 。 它 经 党 被 作为 一 个 例子 引用 ， 用 来 说 明 函 数 
是 “连续 的 ”与 “一 笔 就 可 以 画 出 图 形 ” 不 是 同一 回 事 。 在 初级 微 积 
分 教程 中 ， 后 面 这 种 表述 可 能 算是 一 种 有 用 的 特征 ， 但 是 在 原点 的 邻 
域内 ， 不 可 能 用 所 有 这 样 上 下 振荡 的 值 绘 制 》 = 了 (x) 的 图 形 。 
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图 10-3 


最 后 ， 我 们 来 考察 第 三 个 函数 ， 这 是 三 个 相关 函数 中 最 富 刺激 性 的 

阔 数 ， 其 定义 为 
U(x)= sin(l/ x), x*0 
0, x-0 

表达 式 中 的 二 次 系数 x 加 速 函 数 曲线 在 原点 附近 的 衰减 。 由 于 U(x) = 
x7(x)， 而 其 中 两 个 因 式 是 处 处 连续 的 ， 所 以 U 是 处 处 连续 的 函数 。 

这 时 困难 在 于 可 微 性 。 TEFEfRE AR x € 0, U 无 疑 是 可 微 的 , 并 且 由 微 
分 法 则 有 U(x)= 2xsin(1/x) - cos(1/x) 。 函 数 在 x=0 也 是 可 微 的 ， 这 是 
因为 


U'(0) = -四 = lim x^ sin(1/ x) 
x 


-lim = lim[x* sin(1/x)] - 0 
dioe RE “HE. MA, REAR 
U 的 值 在 原点 附近 无 限 次 地 上 下 摆动 , 它 在 那里 依然 具有 一 条 水 平 切线 。 


我 们 证 明了 U 是 处 处 可 微 的 ， 它 的 导数 为 
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Ue x)- cos(1/ x), x «0 
0, x=0 
可 惜 这 个 导数 不 是 连续 函数 ， 我 们 只 要 再 次 考虑 序列 {lAr} ， 并 且 注 意 
极限 


kœ 


并 不 存在 , Molti A. RE, limU Go) 是 不 存在 的 , HMLU Ex=0 


是 不 连续 的 。 总 之 ,U 是 一 个 具有 不 连续 导数 的 可 微 函 数 。 

这 个 例子 不 禁 使 我 们 想起 那个 著名 的 定理 ， 一 个 可 微 函数 是 连续 函 
Nc 对 于 这 个 定理 作出 如 下 修正 是 自然 的 :“ 一 个 可 微 函数 的 导数 必定 是 
连续 函数 .” 然 而 ， 函 数 U(x) 这 个 例子 表明 ， 这 个 修正 是 错误 的 。 

这 三 个 函数 同样 使 连续 性 同 介 值 定理 之 间 的 关系 出 现 混乱 。 正 如 我 
们 所 见 ， 柯 西 曾经 证 明 ，- 一 个 连续 函数 必定 遍 取 介 于 它 的 任何 两 个 值 之 
间 的 所 有 值 。 可 以 把 这 个 几何 上 不 言 而 喻 的 事实 看 作 连 续 性 的 本 质 ， 而 
人 们 据 此 可 以 推测 ， 一 个 函数 是 连续 的 ， 当 且 仅 当 它 在 定义 域 的 每 个 区 
间 上 具备 介 值 特性 。 

但 是 ， 这 个 猜想 再 次 被 证 明 是 错误 的 。 让 我 们 考虑 上 面 第 一 个 例子 
的 函数 50)， 把 它 作为 一 个 反面 例子 。 我 们 已 经 看 出 S 在 原点 是 不 连续 
的 ， 但 是 可 以 断定 它 在 每 个 区 间 上 具备 介 值 特性 。 

为 了 证 明 这 种 特性 ,假定 对 于 ac b4i Sla) <r < SO), RERE 
数 的 性 质 ， 我 们 知道 -1< r < 1 。 现 在 考察 下 面 两 种 情况 。 

首先 ， 如果 0<a<b, 或 者 a<b<0， 那 么 5 在 整个 区 间 [a, 5] 上 是 
连续 的 ， 所 以 根据 介 值 定理 ， 对 于 (a,5) SAIS c SO) =7。 

Motors Hn quM 


limU (s JE lim sint -easttn | = lim[0 - (-1)"] 


TE a< O< o DR “ * d. ELS HEBR CI S Nn 
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之 间 取 值 时 ，lx 在 2Nr 与 (CN+DT 之 间 取 值 。 在 这 个 过 程 中 ，S(x) = 

cos(1/ x) 的 值 从 cos(2Nr) = 1 连续 地 变化 到 cos[(2N +DT]= -1。 根 据 介 值 
| E us — 

定理 ， 在 yD 与 了 7 之 间 (并 因此 而 在 a 与 bzi) 必定 存在 一 

个 满足 S(c) =r 的 c。 上 述 断言 由 此 得 以 证 明 。 

总 而 言 之 ， 我 们 列举 的 三 个 例子 证 明了 一 个 可 微 函 数 的 导数 并 非 一 
定 是 连续 的 ， 同 时 ， 具 备 介 值 特性 的 函数 未 必 一 定 是 连续 函数 。 这 两 个 
结论 似乎 显得 离奇 ， 然 而 还 有 一 个 更 令 人 了 吃惊 的 结果 。 

这 个 结果 是 由 法 国 数学 家 伽 斯 腾 。 达 布 (1842—1917) 发 现 的 。 达 
布 以 对 分 析 学 的 两 大 贡献 而 闻名 于 世 。 第 一 ,他 简化 了 黎 曼 积分 的 推演 ， 
以 简便 得 多 的 方法 达到 同样 和 目的。 当今 的 分 析 学 教科 书 在 导 人 积分 时 ， 
倾向 于 采用 达 布 精致 的 处 理 步骤 而 不 用 黎 曼 原来 的 方法 。 

不 过 我 们 在 这 里 要 提出 的 是 达 布 的 第 二 个 贡献 。 那 就 是 现在 所 说 的 
“ 达 布 定理 ”"”， 他 在 这 个 定理 中 证 明了 函数 的 导数 虽然 不 一 定 是 连续 的 ， 
但 是 必定 具备 介 值 特性 。 达 布 的 论证 依据 是 任何 一 本 分 析 学 入门 教材 都 
要 介绍 的 两 个 结果 ; 其 中 一 个 是 ， 连 续 函 数 在 有 界 闭 区 间 上 取 一 个 极 小 
值 ， 另 一 个 是 ， 如 果 g 是 可 微 函 数 ， 并 且 在 区 间 (a, b) 内 的 点 x = cR. 
有 一 个 极 小 值 ， 那 么 gc) =0。 

达 布 定理 ”如果 f (x) 是 区 间 [a, 5B] 上 的 可 微 函 数 ， 而 rr 是 任意 一 个 满 
E f'(ay«r« f'(b) SX, WAE (a,b) 内 存在 一 点 c 满 足 f'(c)=r. 

证 了 明 我们 从 引进 一 个 新 函数 e") = fo) -m AN. 由 于 了 是 可 微 
的 ， 它 是 一 个 连续 函数 ， 而 rx 也 是 连续 的 ， 所 以 g 在 [a, b] EE EAE. 
进一步 说 ，g 是 可 微 的 ， 因 为 g‘(x)= f/x)-r， 

在 [a, 8] 内 存在 一 点 c, 函数 8 在 这 个 点 取 一 个 极 小 值 。 由 于 g'(a) = 
f(a)-r«0, ig(b)-f'(b)-r»0, RIA BUNT T Bb 15 SUE X 
moafüb, Pr cT Ca, b) 内 . 于 是 ， 根据 上 面 引述 的 第 二 个 结果 ， 
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0-g(c) f'(c)-r, SX BE f()-r 
因此 f RAT f (a) f f'() 之 间 的 这 个 中 间 值 访 iESEXEPSECR. uw 
读者 不 妨 回 忆 一 下 柯 西 对 中 值 定理 所 作 的 证 明 ， 为 了 推断 函数 取 中 
间 值 ， 他 假定 函数 的 导数 是 连续 的 。 如 今 我 们 看 出 ， 柯 西 可 以 抛 开 他 的 
假设 而 不 必 舍弃 其 结论 。 从 达 布 定理 还 可 以 推出 ， 一 个 不 具备 介 值 特性 
的 函数 ， 例 如 狄 利克 雷 函 数 ， 不 可 能 成 为 某 个 函数 的 导数 。 

达 布 证 明了 导数 与 连续 图 数 同样 具有 介 值 的 特性 。 这 又 提出 另外 一 
个 问题 :“ 一 个 导数 到 底 在 何等 程度 上 是 不 连续 的 ? ”我 们 在 本 书 第 13 
章 将 会 看 到 ， 对 于 这 个 问题 ， 勒 内 ， 贝尔 在 1899 年 提供 了 一 个 答案 。 

如 果 说 导数 遇 到 麻烦 ， 那 么 积分 会 遇 到 更 大 的 麻烦 。 以 往 我 们 指出 
过 ,即使 函数 序列 { 久 } 是 点 态 收敛 的 ,对 于 取 极 限 和 求 积分 的 过 程 ， 一般 
不 能 推断 

iaf [609] f [m 60 0) 


魏 尔 斯 特 拉 斯 证 明了 一 致 收敛 是 保证 交换 极限 与 积分 的 充分 条 件 ， 但 在 
不 能 反 过 来 成 为 必要 条 件 。 这 就 是 说 , CERLE TAREN AT, 
它们 是 点 态 收 敛 而 非 一 致 收敛 的 ， 但 是 式 《1) 对 它们 依然 成 立 。 数 学 家 
们 或 许 忽略 了 某 个 中 间 条 件 ， 这 种 条 件 不 具有 一 致 收敛 那样 强 的 限制 ， 
却 使 我 们 能 够 进行 所 渴求 的 对 取 极限 与 求 积分 的 交换 。 

或 者 一 一 乍 看 起 来 这 是 极端 不 可 能 的 “或 者 ”, 歼 曼 积分 的 定义 也 许 
存在 缺陷 。 按 照 允 曼 的 做 法 ， 他 在 处 理 积分 中 可 能 误 入 歧途 ， 走 上 一 条 
需要 某 些 特殊 条 件 才能 使 式 (1) 成 立 的 道路 。 倘 若 果真 如 此 ， 那 么 可 以 
把 他 的 积分 视 为 不 完善 的 。 

从 表面 上 判断 ， 这 无 异 于 异端 邪说 ， 因 为 黎 曼 积分 已 经 成 为 数学 分 
析 的 支柱 。 达 布 把 它 描述 为 “ 唯 有 最 聪慧 的 人 才能 取得 的 ”一 个 创举 。 "1 
罗 “。* 杜 布 瓦 " 曙 蒙 则 这 样 表 达 他 的 信念 ， 黎 曼 的 定义 是 无 法 再 改进 的 ， 
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因为 它 把 可 积 性 的 概念 延伸 到 最 大 限度 。 马 不过， 正如 我 们 将 会 见 到 的 
那样 ， 种 种 美中不足 促使 大 家 研究 定义 范围 更 广阔 的 积分 。 这 一 研究 的 
结果 就 是 20 世纪 初 建立 的 勒 员 格 积分 论 。 

概括 起 来 说 ， 上 述 几 个 函数 提出 了 这 样 一 些 问题 : 

OQ 我 们 能 构造 出 一 个 在 每 个 有 理 数 点 连续 而 在 每 个 无 理 数 点 不 连 

续 的 函数 吗 ? 

Q 一 个 黎 曼 可 积 通 数 的 不 连续 性 可 能 达到 何 种 地 步 ? 

口 一 个 导数 可 以 在 何等 程度 上 是 不 连续 的 ? 

D 我 们 能 以 任何 一 种 方式 弥补 歼 曼 积分 的 缺陷 吗 ? 

虽然 这 里 并 没有 列举 所 有 的 问题 ， 但 是 已 经 举 出 的 这 些 问 题 是 数学 
分 析 在 19 世纪 前 最 后 四 分 之 一 世纪 所 面 对 的 关键 性 问题 。 由 于 这 些 问 题 
的 特殊 本 质 ， 在 柯 西 、 歼 曼 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 对 分 析 学 作出 贡献 之 前 是 很 
难 被 提出 来 的 ， 就 更 不 用 说 给 予 回 答 了 。 随 着 问题 变 得 越 来 越 复杂 ， 求 
解 也 就 需要 越 来 越 周 密 的 推理 。 在 本 书 余下 的 几 章 中 ， 我 们 将 简要 地 阅 
述 如 何 寻 找 这 四 个 同 题 的 答案 。 

Ak, 我 们 的 第 一 站 将 停留 在 格 奥 尔 格 * 康 托 尔 于 1874 年 所 写 的 一 
篇 论文 上 ， 正 是 这 位 天 才 促 成 了 集合 论 的 诞生 ， 并 且 运 用 他 的 思想 重新 
证 明了 超越 数 的 存在 。 他 的 成 就 同时 说 明 这 样 一 个 道理 ， 对 于 人 们 长 期 
以 来 认为 已 经 解决 的 问题 再 展开 思考 ， 还 是 会 大 有 神 益 的 。 
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格 奥 尔 格 ， 康 托 尔 (1845 一 1918) 


格 奥 尔 格 。 康 托 尔 于 1883 年 写 下 这 样 的 名 句 :“ 数 学 的 本 质 在 于 它 
超然 的 自主 性 。” 吕 在 数学 家 中 很 少 有 人 如 此 彻底 地 信奉 这 个 原则 , 也 很 
少 有 人 像 康 托 尔 那样 如 此 从 根本 上 改变 了 这 门 学 科 的 性 质 。Joseph 
Dauben 在 对 康 托 尔 著作 的 研究 中 ， 把 他 描绘 成 “数学 史上 最 富 于 想象 力 
的 和 最 有 争议 的 人 物 之 一 "。 王 在 这 一 章 ， 我 们 要 证 实 这 种 评价 为 什么 说 
A felt). 

康 托 尔 出 生 在 一 个 音乐 世家 ， 在 他 的 性 情 中 ， 更 多 的 是 浪漫 的 艺术 
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家 那 一 面 ， 而 不 是 务实 的 技术 专家 这 一 面 。 他 从 事 的 研究 工作 最 终 使 他 
超越 数学 领域 而 进入 形而上学 和 神学 的 疆界 。 他 提出 了 很 多 惊世骇俗 的 
论断 。 例 如 ， 他 声称 莎士比亚 的 真 作 是 弗朗西斯 "培根 写成 的 ， 再 有 ， 
他 认定 自己 关于 无 穷 性 的 理论 证 明了 上 帝 的 存在 。 康 托 尔 坚定 不 移 地 鼓 
吹 这 样 一 些 信念 ， 使 他 走 上 一 条 政 远 支持 者 和 助长 反对 者 的 道路 。 

与 此 同时 ， 他 在 生活 中 也 遇 到 麻烦 。 他 曾 一 次 又 一 次 地 遭受 严重 抑 
郁 症 的 折磨 ， 以 至 最 后 酿 成 反复 发 作 的 躁 狂 抑郁 症 ， 使 他 丧失 一 向 追求 
的 “精神 活力 "。 康 托 尔 一 次 又 一 次 地 被 送 往 人 们 通常 所 说 的 神经 病院 ， 
在 那里 接受 他 们 提供 的 治疗 。 康 托 尔 于 1918 年 病逝 在 “家 精神 病 医疗 机 
构 ， 走 完了 他 郁郁 寡 欢 的 人 生路 。 

这 样 的 坎坷 无 损 于 康 托 尔 在 数学 上 取得 成 功 。 尽 管 遭遇 不 幸 ， 他 依 
然 彻底 改变 了 这 门 学 科 ， 而 数学 的 自主 性 是 康 托 尔 情 有 独 钟 的 。 


实数 的 完备 性 

青年 时 代 的 康 托 尔 就 读 于 柏林 大 学 ， 成 为 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 门生 。 在 
学 习 期 间 , 他 于 1867 年 写 了 一 篇 关于 数论 的 专题 论文 , 这 是 一 个 完全 不 
同 于 后 来 使 他 闻名 于 世 的 领域 。 他 的 研究 工作 把 它 引 向 傅 里 叶 级 数 并 且 
最 终 转 到 分 析 学 的 基础 理论 。 

正如 我 们 所 知 , 19 世纪 把 微 积分 的 研究 直接 建立 在 极限 的 基础 之 上 。 
这 时 已 经 清楚 地 看 到 ， 极 限 本 身 要 依赖 于 实数 系 的 性 质 ， 其 中 最 为 重要 
的 一 个 性 质 就 是 我 们 现在 所 说 的 完备 性 。 如 今 ， 学 生 们 可 能 接触 到 以 不 
同形 式 表 达 的 实数 的 完备 性 ， 然 而 它们 在 逻辑 上 是 等 价 的 ， 例 如 : 


C1 任何 有 界 的 非 减 序列 收 敏 于 某 个 实数 ; 
C2 任何 柯 西 序列 存在 极限 ; 
C3 任何 具有 上 界 的 非 空 实 数 集 有 一 个 上 确 界 。 
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对 于 需要 快速 回忆 的 读者 ， 我 们 提醒 一 下 ，- -个 柯 西 序列 {x 是 指 
对 于 每 个 E> 0， 存 在 一 个 正 整数 NW， 只 要 六 和 是 大 于 或 者 等 于 NAE 
整数 ， 就 有 jx 一 x |<E 。 换 句 笑 说 ， 柯 西 序列 是 这 样 一 种 序列 ， 它 们 的 
项 之 间 变 得 越 来 越 接近 并 且 保 持 下 去 。 我 们 在 第 6 章 简要 地 陈述 过 这 种 
思想 。 

同样 , 称 MM 为 一 个 非 空 集合 4 的 上 界 , 是 指 对 于 4 中 的 所 有 元 素 a， 
有 asM， 称 4 为 4 的 最 小 上 界 或 者 上 确 界 ， 是 指 (1) 4 是 4 的 一 个 上 界 ， 
(2) 如果 M 是 4 的 任意 上 界 ， 那 么 4 万 M。 对 于 这 些 概 念 ， 任 何 一 本 数学 
分 析 教 科 书 中 都 介绍 过 。 

还 有 一 种 用 区 间 套 术语 定义 的 完备 性 ， 它 在 下 面 几 章 中 将 扮演 一 个 
重要 角色 。 此 外 ， 为 了 阐明 接 下 来 做 什么 工作 ， 我 们 需要 几 个 定义 。 

一 个 闭 区 间 [a, DREEM, BIA, Etla, b] 是 [4, 8] 的 一 个 子 集 。 这 
无 异 于 说 满足 条 件 A as bs B, 我 们 进一步 假定 存在 一 个 有 界 闭 区 间 的 
序列 ， 其 中 每 个 区 间 骨 套 在 它 前 面 那个 区 得 内 ， 如 像 [a, b1] 2 [a;, b] 2 
[as, b3] 2-2 [ap bi] 达 …。 这 样 一 个 区 则 序列 称 为 递减 序列 。 利 用 这 种 
序列 我 们 可 以 引进 实数 完备 性 定义 的 另外 - -种 形式 : 

C4 任何 有 界 闭 区 间 的 递减 序列 必定 有 同属 于 所 有 区 间 的 公共 点 。 

值得 回顾 一 下 ， 为 什么 我 们 讨论 的 区 间 必 需 间 时 是 团 区 间 和 有 界 区 
间 。 请 看 ， 闭 区 间 (但 不 是 有 界 区 间 ) 的 递减 序列 

[l, 9) 2[2, )2[3, ») 2- 2 {k, 9) 2-- 
没有 同属 于 它们 之 中 所 有 区 间 的 点 ， 同样， 有 界 区 间 (但 不 是 闭 区 间 ) 
的 递减 序列 
(0, 1) 2(0, 1/2) 2(0, 3) 2--- 2 (0, UV 人 22… 

(用 集合 论 中 的 术语 ) 只 有 一 个 空 的 交集 。 尽 管 在 19 世纪 ， 分 析 学 界 的 
前 辈 们 通常 忽略 这 样 的 差别 ， 不 过 我 们 在 应 用 CA 之 前 而 准备 的 区 间 将 
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同时 为 闲 区 间 和 有 界 区 间 。 

在 实数 完备 性 的 这 四 种 体现 形式 中 ， 每 一 种 都 保证 存在 某 个 实数 ， 
它 是 一 个 序列 收敛 的 极限 ， 或 者 成 为 一 个 集合 所 具有 的 最 小 上 界 ， 或 者 
是 一 个 册 套 区 间 集 中 所 有 区 间 的 公共 点 。 在 数学 家 们 探索 微 积分 的 逻辑 
基础 的 过 程 中 ， 他 们 认识 到 ， 这 种 存在 对 于 他 们 在 理论 上 追求 的 目标 而 
言 通常 已 经 足够 了 。 无 须 明确 地 求 出 一 个 实数 ， 只 要 得 知 某 处 存在 - -个 
实数 可 能 就 足够 了 。 实 数 的 完备 性 所 提供 的 就 是 这 种 保证 。 

人 们 也 许 会 问 : 实数 的 完备 性 既然 如 此 重要 ， 那 么 我 们 如 何 证 明 这 
种 性 质 的 存在 ? 为 了 回答 这 个 问题 ,需要 数学 家 们 对 实数 系 本 身 了 如 指 
掌 。 从 自然 数 出 发 ， 一 项 直接 的 任务 是 定义 整数 ， 包 括 正 整数 、 负 整数 
和 数 零 ， 再 从 整数 定义 有 理 数 。 但 是 我 们 能 够 从 更 基本 的 数 系 建立 实数 
吗 ， 正 如 通过 整数 定义 有 理 数 那样 ? 

对 于 这 个 问题 ， 给 出 肯定 回答 的 是 康 托 尔 ， 同 时 ， 他 的 朋友 理 查 
德 ， 戴 德 金 (1831 一 1916) 也 独立 地 给 出 这 种 回答 。 

康 托 尔 的 实数 系 的 结构 以 有 理 数 的 柯 西 序列 的 等 价 类 为 基础 。 戴 德 
金 的 方法 则 采用 把 有 理 数 分 为 不 相交 类 的 划分 ， 也 就 是 通常 所 说 的 “ 戴 
德 金 分 割 "。 对 于 这 些 问题 的 彻底 讨论 将 会 使 我 们 远离 正题 ,对 本 书 而 言 ， 
用 有 理 数 构造 实数 是 一 个 略微 深奥 的 主题 ， 而 且 对 大 多 数 分 析 学 教程 来 
说 ， 这 实际 上 也 是 颇 为 神秘 的 。 然 而 ， 康 托 尔 和 戴 德 金成 功 地 完成 了 这 
种 构造 ， 然 后 运用 他 们 的 思想 证 明 实数 的 完备 性 ， 作 为 他 们 新 开辟 的 领 
域 的 一 个 定理 。 

可 以 把 这 个 成 就 视 为 微 积分 同 几 何 学 分 离 的 决定 性 步 又 。 戴 德 金 和 
康 托 尔 最 终 回归 到 算术 的 基础 -一 自然数， 由 此 到 达 实 数 ， 然 后 证 实 它 
9 完备 性 ， 而 最 终 使 全 部 分 析 学 得 以 建立 起 来 。 他 们 取得 的 这 个 成 就 使 
他 们 两 人 获得 一 个 贴切 的 但 是 擂 口 的 绰号 : “分 析 学 的 算术 化 家 "。 
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区 间 的 不 可 数 性 


康 托 尔 在 1874 年 写 了 一 篇 题 为 “ 论 全 体 实 代数 数 的 总 体 性 质 ” 的 论 
文 。 四 在 这 篇 文章 中 他 采用 “区 间 的 不 可 数 性 ”作为 标题 ， 选 择 这 个 标 
题 并 不 是 为 了 定义 实数 。 这 是 数学 史上 的 一 座 里 程 碑 ， 用 Joseph Dauben 
的 话说 ， 这 展示 了 康 托 尔 “对 于 提出 深刻 的 问题 以 及 不 时 探索 始 料 未 及 
的 解法 以 至 寻求 非 正统 答案 的 天 赋 "。 品 

很 奇怪 ， 这 篇 论文 的 重要 意义 被 它 的 标题 掩盖 了 ， 因 为 关于 代数 数 
的 结果 只 不 过 是 文章 的 真正 革命 性 思想 的 一 个 推论 ， 尽 管 是 最 有 价值 的 
推论 。 简 单 地 说 ， 这 个 思想 就 是 一 个 序列 不 能 穷 举 一 个 开 区 间 中 的 全 部 
实数 。 正 如 我 们 将 会 看 到 的 那样 ， 康 托 尔 的 论证 包含 了 实数 的 完备 性 性 
质 ， 因 此 把 它 放 在 实 分 析 的 领域 是 恰当 的 。 

定理 ”如果 {x} 是 不 同 实 数 的 一 个 序列 ， 那 么 实数 的 任何 有 界 开 区 
间 Ca, B) 含有 不 包括 在 {x 中 的 一 点 。 

证 明 康 托 尔 从 一 个 区 间 ( w B) 开始 , 并 且 按 照 连 贯 的 次 序 xx, 
Xy Xa … 考 察 序列 。 如 果 在 这 些 项 中 没有 一 个 或 者 仅 有 一 个 落 入 Cas B) 
内 的 无 穷 多 实数 中 间 ， 那 么 定理 显而易见 是 正确 的 . 

撤 开 这 种 情况 不 谈 ， 假 定 区 间 (Ca 至 少 包含 序列 中 的 两 个 点 。 
这 时 我 们 来 确定 其 中 的 前 面 两 项 ， 即 具有 最 小 下 标的 两 项 。 我 们 用 AÑ 
示 较 小 的 项 ， 用 互 表 示 较 大 的 项 。 这 个 步骤 在 图 11-1 中 说 明 。 请 注意 ， 
序列 的 起 初 几 项 落 在 (QB) 之 外 ， 但 是 xf x ERI. SERI 
WEN, 9x; (RARA), Bx ( 较 大 的 项 )。 


a ^ BB 
Xg X4 Xs X7 X4 X2 X3 
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我 们 作 两 点 简单 然而 非常 重要 的 说 明 : 

(D a«A,« Bic 

(2) 如 果 某 个 序列 项 x,3EAJFEXX S CA, B) WW, 3545 k 23. 

上 面 第 二 个 结论 认定 ， 在 确定 41 和 Bl 时 至 少 要 用 到 序列 的 两 个 项 ， 
所 以 严格 位 于 41 和 Bl 之 间 的 项 必须 具有 上 := 3 或 者 上 > 3 的 下 标 。 在 图 
11-1 中 ， 下 一 个 这 种 候选 项 将 是 x. 

康 托 尔 然后 检查 区 间 CA, BL 并 且 考虑 同样 的 两 种 情形 : 这 个 开 区 
间 不 包含 序列 {x} 中 的 任何 项 或 只 包含 {4} 的 一 项 ; 或 者 (41, B1) 至 少 
包含 {xi} 中 的 两 项 。 在 第 一 种 情形 ， 定 理 是 成 立 的 ， 因 为 在 (A,B) 中 ， 
因而 在 (w B) 中 ,存在 无 穷 多 不 属于 序列 {x} 的 其 他 点 . 在 第 二 种 情形 ， 
康 托 尔 重复 原先 的 过 程 ， 选择 序列 中 接 下 来 的 两 项 , 即 落 入 区 间 (A,B) 
的 具有 最 小 下 标的 两 项 。 他 把 其 中 较 小 的 项 标记 为 4.， 较 大 的 项 标记 为 
Bj. 如 果 我 们 考查 图 11-2{ 图 中 包含 比 图 11-1 更 多 的 序列 项 ), 看 出 4» xio 
和 B— xy. 

a A ^ 8 B8 f 


X6 X4 X5 X9 X; X10 Xn X4 Xg X2 Xs 


在 此 显然 也 有 两 个 结果 : 

()oa<A1<A,<BI<B,<p; 

(2) 如 果 x,3XJF X l8] (45, B5) A, HL k5. 

同 前 面 一 样 , 得 出 第 二 个 结果 是 因为 在 求 4， 和 42， 囊 时 必须 用 
到 序列 {x} 中 的 四 个 项 。 

康 托 尔 继续 采用 这 种 方式 。 在 任何 一 步 ， 如 果 在 开 子 区 间 内 只 剩 下 
序列 的 一 项 或 者 没有 序列 的 项 ， 那 么 他 能 够 立即 求 出 属于 (0% B) 但 是 不 
属于 序列 fx 的 一 点 一 一 实际 上 存在 无 穷 多 这 样 的 点 .唯一 潜在 的 困难 将 
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出 现在 这 个 过 程 永 不 终止 时 ， 这 种 情况 下 会 产生 这 样 两 个 无 穷 序 列 {d,} 
fn (By: 

(1) æ < Ai < A < A3 < + < A, < "e BSc BB B; <B <B; 

(2) 如 果 你 落 入 开 区 间 CA,B W WAk > 2r + |. 

这 样 一 来 ， 我 们 得 到 一 个 闭 有 界 区 间 的 序列 [4 B1] 2 [M B) 2 A, 
8B3] 了 全 …， 其 中 每 个 区 间 谈 套 在 它 前 面 的 一 个 区 间 内 ,根据 实数 的 完备 性 
(C4 )， 至 少 存在 所 有 区 间 [4。 B,] 的 一 个 公共 点 。 就 是 说 ， 存 在 一 点 c 属 
于 所 有 r >1 的 区 间 [4,,8]。 为 了 最 终 完 成 证 明 ， 我 们 只 需要 确定 c 落 入 
KE Co; B) 之 中 而 又 不 是 序列 {x} 的 一 项 。 

我 们 立即 证 实 第 一 个 结论 ， 因 为 c 是 在 [41, Bi]c Gs /) 中 ， 所 以 ec 
确实 落 入 原来 的 开 区 间 Co B) ZA. 

至 于 第 二 点 ,，c 有 可 能 是 序列 {x 的 一 项 吗 ? 如 果 可 能 ， 那 么 对 于 某 
个 下 标 NAc = XN。 由 于 c 落 入 所 有 闭 区 间 内 ， 它 必 定 落 入 [4 By] 
内 ， 因 此 


Ay < Ay SC S Bu, < By 

由 此 推出 c = xw 落 入 开 区 间 CA, By) 内 ， 所 以 根据 上 面 第 (2) 个 结果 ， 
N22N*l. B fA, REREN., 我们 由 此 推断 c 不 可 能 是 序列 {x 中 的 项 ， 

总 之 ， 康 托 尔 证 实 了 在 区 间 ( @ 8) 内 存在 不 出 现在 原来 序列 {x} 
之 中 的 一 点 ， 这 就 是 定理 要 证 明 的 结果 。 " 

而 今 ， 在 这 个 定理 前 面 通常 要 加 上 少许 术语 。 如 果 一 个 集合 同 自 然 
数 集 之 间 能 够 一 一 对 应 ， 我 们 把 它 定义 为 可 数 集 。 序 列 显然 是 可 数 的 ， 
因为 所 需 的 对 应 表现 为 下 标 同 自 然 数 的 对 应 。 不 能 同 自然 数 集 一 一 对 应 
的 无 穷 集 称 为 不 可 数 集 。 于 是 ， 我 们 把 上 述 结果 的 特征 描述 为 实数 的 任 
何 开 区 间 是 不 可 数 的 。 

康 托 尔 关于 这 个 问题 的 思想 演变 是 很 有 趣 的 。 在 整个 19 世纪 70 年 
代 初 期 ， 他 都 在 冥 思 敬 索 实 数 的 基本 性 质 ， 试 图 建立 完全 同 有 理 数 分 离 
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的 实数 。 显 而 易 见 ， 完 备 性 是 一 个 关键 性 的 差别 ， 这 种 性 质 在 某 种 程度 
上 体现 了 由 实数 的 “连续 统 ”所 指 的 意思 。 

但 是 康 托 尔 开始 猜测 这 两 种 集合 在 元 素数 量 的 充裕 性 上 存在 差异 ， 
如 今 我 们 把 这 种 充裕 性 称 为 它们 的 “基数 性 "。 康 托 尔 于 1873 年 11 H, 
把 他 对 自然 数 同 实数 可 能 以 某 种 一 一 对 应 方式 匹配 的 怀疑 告诉 戴 德 金 
这 个 怀疑 隐 含 这 样 的 意思 ， 尽 管 两 种 集合 都 是 无 限 的 ， 但 是 实数 集 的 元 
素 要 多 得 多 。 

在 经 过 所 有 可 能 的 尝试 后 ， 康 托 尔 末 能 对 他 的 直觉 猜测 提供 证 明 ,。 
他 带 着 某 种 受挫 的 心理 写 信 给 戴 德 金 说 :“ 我 异常 强烈 地 倾向 于 这 样 一 
种 判断 ， 在 自然 数 同 实数 之 间 不 容许 出 现 这 样 的 一 一 对 应 ,但 是 我 没有 
找到 理由 。” 外 仅 在 一 个 月 之 后 ， 康 托 尔 取得 了 一 次 突破 。 他 把 他 的 证 
明 作为 一 份 圣诞 节 礼物 寄 给 戴 德 金 ， 并且 在 收 到 这 位 朋友 的 建议 后 加 以 
各 理 和 发 表 ， 这 就 是 我 们 在 上 面 所 见 的 证 明 。 持 久 不 懈 的 探索 终究 获得 
RA. 

对 于 康 托 尔后 来 关于 非 可 数 性 的 “对 角 化 ”证 明 有 所 了 解 的 读者 ， 
可 能 会 惊奇 地 发 现 ， 他 在 1874 年 给 出 的 推理 是 全 然 不 同 的 。 对 角 化 论 
证 出 现在 康 托 尔 1891 年 的 一 篇 论文 中 ， 他 把 它 描述 为 一 种 “非常 简单 
的 证 明 ”。 中 正如 我 们 所 见 ， 在 1874 年 的 证 明 中 引用 了 完备 性 性 质 , 而 
对 角 化 证 明 适 用 于 与 完备 性 不 相干 的 情形 , 完全 不 同 于 真正 的 分 析 约 束 
条 件 。 

虽然 后 一 种 论证 更 为 常见 ， 但 是 前 一 种 论证 代表 历史 的 开端 ， 所 以 
在 这 里 介绍 它 。 我 们 再 次 强调 ， 康 托 尔 当初 的 证 明 没有 使 用 像 可 数 性 一 
类 的 术语 ， 也 未 提出 关于 无 限 基数 的 特别 问题 。 所 有 这 些 都 是 后 来 引进 
的 。 在 1874 年 ， 他 只 证 明了 一 个 序列 不 可 能 穷 举 -个 开 区 间 。 

但 是 ， 为 什么 任何 人 都 应 了 关注 呢 ? 这 是 一 个 很 有 价值 的 问题 ， 而 
康 托 尔 得 到 了 - -个 引 人 注 目的 答案 。 
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再 论 超越 数 的 存在 


回忆 一 下 ， 康 托 尔 的 论文 所 冠 的 标题 是 “ 论 全 体 实 代数 数 的 总 体 性 
WC. 到 这 时 , 已 经 提 到 了 代数 数 , 但 是 对 于 这 个 标题 所 指 的 这 些 数 的 “ 特 
性 ”尚未 作 任 何 说 明 。 现 在 到 了 澄清 这 些 遗 泼 问 题 的 时 候 了 。 

我 们 已 经 知道 ， 如 果 一 个 实数 是 某 个 整 系数 多 项 式 方 程 的 解 ， 那 么 
它 是 代数 数 。 有 无 穷 多 这 样 的 数 (例如 任何 有 理 数 ), 并 且 对 于 刘 维 尔 来 
说 ,寻找 置身 于 这 个 代数 数 家 族 之 外 的 一 个 数 ， 曾 经 是 一 件 非 常 困难 的 
事情 。 

在 对 这 个 问题 深思 熟 虑 的 基础 上 ， 康 托 尔 断言 可 能 用 一 个 序列 列举 
出 这 种 代数 数 。 乍 看 起 来 ， 这 似乎 是 十 分 荒 雇 的 结论 。 为 了 证 实 他 的 断 
言 ， 需 要 生成 具有 两 个 密切 相关 性 质 的 一 个 序列 : (1) 序列 的 每 一 项 都 是 
代数 数 ，(2) 每 个 代数 数 均 处 于 序列 的 某 个 位 置 上 。 要 做 到 这 一 点 ， 一 种 
聪明 的 方法 必然 是 采用 某 种 有 序 的 和 穷 举 的 方式 ， 然 而 康 托 尔 似乎 不 那 
么 聪明 。 他 却 从 引进 一 种 新 思想 入 手 。 

定义 ”如果 P(x)=ar"+bx"”+cx” ”+…+g(X)+ 有 hh 是 一 个 整 系数 n 
次 多 项 式 ， 我 们 把 它 的 高 度 定义 为 (n-D+|al+|bl+|c|+…+|g|+|h]。 

例如 ， P(x)=2x -4x+5 的 高 度 为 ( 3-DU+2+4+5=13 ， 而 
Q(x) =x - 6x* - 10x? «12x! - 60x -17 的 高 度 为 (6 一 1) +1+6+10+ 
12 + 60 + 17 » Ill, 

显然 ， 一 个 整 系数 多 项 式 的 高 度 必 定 是 一 个 自然 数 。 不 仅 如 此 ， 任 
何 代数 数 有 一 个 次 数 最 小 的 多 项 式 ， 我 们 可 以 假定 在 它 的 系数 之 间 不 存 
在 除 Y 之 外 的 公 因 数 。 这 些 约定 将 会 简化 即将 提出 的 任务 。 

康 托 尔 依次 收集 全 部 代数 数 : 首先 是 高 度 为 1 的 多 项 式 产生 的 代数 
数 ， 其 次 是 高 度 为 2 的 多 项 式 产生 的 代数 数 ， 然 后 是 高 度 为 3 的 多 项 式 
产生 的 代数 数 ， 如 此 进行 下 去 。 这 样 做 是 把 代数 数 排列 成 一 个 无 穷 序列 
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的 关键 步骤 ， 在 此 用 fed 表示 这 个 序列 。 

为 了 看 清 这 个 操作 过 程 ， 我 们 注意 高 度 为 1 的 唯一 的 整 系数 多 项 式 
是 P(x) =1.x =x。 相 应 的 方程 P(x) = 0 的 解 是 第 一 个 代数 数 ,， 即 a, =0 

高 度 为 2 的 多 项 式 共 有 AT: 

RG)2x', B(x)=2x, BG) x*l, P(x)=x-1 

置 其 中 第 一 个 和 第 二 个 多 项 式 为 等 ， 产 生 解 x = 0 ， 我 们 不 再 考虑 这 个 
解 。 置 P(x)=0， 给 出 第 二 个 代数 数 a, =-1; 置 B(x)=0,， 给 出 第 三 个 
代数 数 a, =1。 

我 们 继续 进行 。 高 度 为 3 的 多 项 式 共 有 1 个 : 

P(x) =x, B(x) 2x, B(x) o x! «M P(x) 2 x* -1, 
B(x) «x! tx, B(x) »2Y' -x, B(x) «3x, RB(x) - 2x1, 
R(x)22x-l P(x)=x+2, P(X)=x-2 


当 置 这 些 多 项 式 为 零 时 ， 我 们 求解 出 4 个 新 的 代数 数 ， 
a, = d, -= a, =-2, a,=2 
正如 康 托 尔 在 其 文章 的 标题 中 指出 的 那样 , 他 的 关注 点 仅 限 于 实 代 数 数 ， 
所 以 方程 0= P (x) 2 x+1 的 复数 解 对 这 个 集合 不 添加 新 元 素 。 
我 们 再 往 下 进行 。 高 度 为 4 的 多 项 式 共 有 28 个 ， 从 这 些 多 项 式 可 获 
得 另外 12 代数 数 ， 其 中 有 几 个 是 无 理 数 。 例 如 ， 多 项 式 P(x)= x +x] 


是 高 度 为 4 的 多 项 式 ， 由 它 产生 的 代数 数 是 二 汪 和 E 


随 着 多 项 式 高 度 的 增加 ， 将 产生 越 来 越 多 的 代数 数 。 反 过 来 说 ， 任 
何 一 个 特定 的 代数 数 , 必定 出 自 某 个 整 系数 多 项 式 , 而 这 个 多 项 式 本 身 具 
有 某 个 高 度 。 例 如 ， 我 们 在 第 8 章 遇 到 的 代数 数 V2 + 315 是 多 项 式 方程 
x* - 6x* - 10x +12x° - 60x - 17=0 的 一 个 解 ， 这 个 多 项 式 的 高 度 为 111。 
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下 面 所 作 的 几 点 简单 说 明 使 康 托 尔 得 以 完成 他 的 论证 : 

a 对 于 一 个 给 定 的 高 度 ， 仅 存在 有 限 个 整 系 数 多 项 式 . 

Q 每 个 这 样 的 多 项 式 仅 可 能 产生 有 限 个 代数 数 ( 因为 一 个 n 次 多 项 

式 方 程 具有 的 解 不 会 超出 n^). 

口 因此， 对 于 每 个 高 度 ， 仅 可 能 添加 有 限 个 新 的 代数 数 。 
这 就 意味 着 ,在 寻找 代数 数 的 过 程 中 ， 当 我 们 从 一 个 给 定 的 高 度 “ 进 入 ” 
时 ， 必 定 在 有 限 步 之 后 从 那个 高 度 退 出 。 我 们 不 可 能 “ 陷 进 ”这 个 高 度 
的 深渊 ， 在 那里 试图 列举 出 无 限 个 代数 数 。 

由 此 可 见 ， 具 有 多 项 式 高 度 111 的 代数 数 2-5 必定 在 序列 {ax} 
中 的 某 处 出 现 。 当 然 ， 确 定 它 在 序列 中 的 位 置 还 要 花费 一 些 时 间 , 但 是 这 
个 过 程 必定 在 有 限 步 之 后 把 我 们 引 向 到 高 度 111， 然 后 在 遍历 这 个 高 度 的 
多 项 式 过 程 中 ， 再 经 过 有 限 步 之 后 到 达 x* 一 6x* -10x «12x? -60x 417, 
这 将 会 决定 V2 35 在 序列 { 台 } 中 的 位 置 。 对 于 任何 一 个 实 代数 数 , 我 们 
可 以 作出 同样 的 论断 。 所 以 ， 在 康 托 尔 的 文章 标题 中 提 及 的 代数 数 的 那 
个 “总 体 特性 ”， 按 照 现 代 的 说 法 就 是 代数 数 的 “可 数 性 ”。 

至 此 ， 康 托 尔 把 他 获得 的 两 个 结果 结合 起 来 : 首先 ， 一 个 序列 不 可 
能 穷 举 一 个 区 间 中 的 全 部 点 ， 其 次， 所 有 代数 数 构成 -- 个 序列 。 单 独 
而 言 ， 这 两 个 结果 都 是 很 有 趣 的 。 把 它们 结合 在 一 起 ， 更 使 他 能 够 推 
断 所 有 代数 数 不 会 占据 一 个 开 区 间 上 的 全 部 点 。 因 此 ， 在 任何 一 个 开 
xi (o8) 内 ， 必 定 存在 一 个 超越 数 。 

或 者 ， 可 以 直截了当 地 说 存在 超越 数 。 

ROO UE NE SKIES 那 时 他 证 明 


E 1 l 
Yu F eus VETT t .是 超越 数 。 为 了 证 实 超越 数 的 存 


在 ， 刘 维尔 不 懈 地 努力 并 且 找 到 了 一 个 超越 数 。 
康 托 尔 通过 完全 不 同 的 方法 达到 同一 目标 。 他 早 在 1874 年 发 表 的 论 
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文中 就 曾 许诺 “对 刘 维 尔 首次 证 明 的 定理 给 出 一 个 新 的 证 明 ”， 无 疑 他 实 
践 了 自己 的 诺言 。 四 然而 ， 正 如 我 们 所 见 ， 在 他 的 论证 中 没有 包含 一 个 
特定 超越 数 的 例子 。 这 显然 是 一 种 非 直接 的 证 明 。 

为 了 对 比 这 两 种 证 明 方法 ， 我 们 用 在 一 个 干草 堆 中 寻找 一 根 针 来 作 
类 比 。 我 们 可 以 想象 ， 极 端 勤劳 的 刘 维 尔 ， 穿 上 他 的 人 衣衫， 徒步 来 到 
田间 ,在 炎炎 烈日 之 下 围绕 干草 堆 四 处 翻腾 。 几 个 小 时 过 去 了 ， 他 汗 流 
Bei, emt 根 针 突然 刺 痛 了 他 的 手指 。 相 形 之 下 ， 康 托 尔 
则 从 容 不 迫 ， 狂 在 屋子 里 运用 纯粹 的 逻辑 推理 方法 ， 证 明 干 草 堆 的 质量 
超过 其 中 干草 的 质量 。 他 由 此 推断 于 草 堆 中 一 定 还 隐藏 着 别 的 东西 ， 就 
是 说 ， 质 量 的 超出 是 由 一 根 针 引 起 的 。 不 像 刘 维尔 那样 ， 康 托 尔 依然 凉 
cg b mA, 

有 些 数学 家 受到 一 种 非 结 构 性 证 明 的 困扰 ， 这 种 证 明 依赖 于 无 穷 集 
合 的 性 质 。 同 刘 维 尔 所 做 的 元 长 论证 相 比 ， 康 托 尔 的 证 明 则 显得 过 于 容 
易 ， 几 乎 像 变 戏法 一 样 。 年 轻 的 伯 特 兰 。 罗素 (1872—1970) 对 于 康 托 
尔 的 思想 作出 的 第 一 反应 ， 在 数学 家 当中 也 许 不 是 绝无仅有 的 。 他 在 其 
自传 中 写 道 ， 


我 曾经 花费 很 长 时 间 研 究 格 奥 尔 格 ， 康 托 尔 的 论文 ， 并 且 把 他 
论述 的 各 种 要 点 记 到 一 个 笔记 本 中 。 那 时 ， 我 错误 地 认为 他 所 
作 的 全 部 论证 在 逻辑 上 是 雇 误 的 。 尽 管 如 此 ， 我 仍然 从 最 微小 
的 细节 上 深入 考察 了 他 的 全 部 证 明 。 后 来 ， 当 我 发 现 所 有 请 误 
竟然 属于 自己 时 ， 这 反倒 令 我 获 益 菲 浅 。 四 


像 罗素 一 样 , 数学 家 们 对 于 作为 一 位 革新 者 的 康 托 尔 给 予 高 度 赞扬 。 
他 在 1874 年 发 表 的 那 篇 论文 开创 了 分 析 学 的 一 个 新 时 代 , 其 中 集合 论 思 
想 存 应 用 上 辣 魏 尔 斯 特 拉 斯 发 明 的 E- 0 方法 并 驾 齐 驱 。 

康 托 尔 的 工作 取得 许多 重要 结果 ， 其 中 不 少 确 实 令 人 惊 哎 。 例 如 ， 
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很 容易 证 明 ， 如 果 代 数 数 和 超越 数 都 是 可 数 的 ， 那 么 它们 的 并 集 ， 即 全 
体 实 数 的 集合 ， 必 然 也 是 可 数 的 。 由 于 这 个 结论 是 不 正确 的 ， 康 托 尔 由 
此 识破 超越 数 构 成 一 个 不 可 数 的 集合 , 因此 在 数量 上 还 逊 超 过 它们 的 “ 表 
厅 ” 代 数 数 。 对 于 这 两 种 数 的 多 寡 之 分 ，Eric Temple Bell 给 出 这 样 的 描 
述 :“ 代 数 数 犹如 镶 庶 在 长 空 夜幕 下 的 点 点 繁星 , 而 浓 黑 的 万 里 长 空 则 是 
超越 数 的 苍穹 。” “这 是 一 种 令 人 陶醉 的 难以 想象 的 感受 ， 因 为 充足 的 
数 似乎 是 稀疏 的 ， 而 稀疏 的 数 似乎 是 充足 的 。 在 一 定 的 意义 上 ， 康 托 尔 
证 明了 超越 数 是 干草 堆 中 的 干草 而 不 是 掉 进 草 堆 中 的 针 。 

还 有 一 个 相关 的 但 意义 更 深远 的 结果 , 那 就 是 “小 无 穷 集合 同 “大 ” 
无 穷 集 合 之 间 的 区 别 。 康 托 尔 证 明了 ， 一 个 可 数 集 尽管 是 无 穷 的 ， 然 而 
当 把 它 和 不 可 数 集 相 比 时 ， 它 的 无 穷 性 却 是 无 足 轻 重 的 。 随 着 他 的 思想 
的 确立 ， 数 学 家 们 逐渐 认识 到 ， 在 解决 重要 问题 中 ， 如 此 不 值 一 提 的 可 
数 集 无 疑 是 值得 使 用 的 。 

我 们 将 会 看 出 ， 小 集合 和 大 集合 之 间 的 对 立 也 会 出 现在 其 他 的 分 析 
学 环境 中 。 在 19 世纪 初 , 勒 内 ， 贝 尔 发 现 了 一 种 “大 ”与 “小 ”的 对 比 ， 
这 种 分 歧 出 现在 他 所 说 的 集合 的 “类 型 ”中 ， 而 享 利 * 勒 贝 格 在 他 称 为 
“测度 ”的 度量 中 发 现 了 男 外 一 种 对 比 。 虽 然 基数 、 类 型 和 测度 是 不 同 范 
畴 的 概念 ， 但 是 它们 部 提供 一 种 比较 集合 的 手段 ， 在 数学 分 析 中 被 证 实 
是 很 有 价值 的 。 

康 托 尔 还 致力 于 解决 有 关 无 穷 集 合 的 其 他 问题 其 中 之 一 是 :“ 存 在 
比 区 间 的 基数 更 大 的 不 可 数 集 吗 ? ”关于 这 个 问题 他 给 出 肯定 的 回答 。 
另外 一 个 问题 是 :“ 存 在 基数 介 于 可 数 序列 和 不 可 数 区 间 之 间 的 -种 无 
穷 集 合 吗 ? ”在 解决 这 个 问题 时 ， 他 没有 取得 成 功 。 由 于 康 托 尔 的 远见 
卓识 和 不 断 的 研究 ， 集 合 论 迎 来 了 它 自 身 的 发 展 时 期 ， 在 这 个 阶段 它 完 
全 脱离 固有 分 析 学 所 关注 的 问题 。 不 过 , 这 一 切 都 源 于 1874 年 康 托 尔 所 
写 的 那 篇 论文 。 
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同 许多 推翻 历史 的 革命 家 不 一 样 ， 康 托 尔 在 有 生 之 年 亲眼 见 到 他 的 


思想 被 广大 学 术 界 接受 。 一 位 最 早 的 推崇 者 是 上 面 提 到 罗素 ， 他 把 康 托 
尔 描绘 为 “19 贞 纪 最 伟大 的 知识 分 子 之 一 ”"。! 这 是 出 自 一 位 数学 家 、 
哲学 家 和 诺 贝尔 奖 得 主 的 非 同 寻 常 的 畦 誉 。 


康 托 尔 的 另外 一 位 赞颂 者 是 意大利 的 数学 奇才 维 托 " DURÉE, fe 


的 工作 将 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 分 析 学 同 康 托 尔 的 集合 论 巧妙 地 结合 在 一 起 ， 
这 正 是 我 们 在 下 面 一 章 要 讨论 的 主题 。 
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[3] 
[4] 
[5] 
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12 
沃 尔 春 拉 


维 托 * 沃 尔 泰 拉 (1860 一 1940) 


在 19 世纪 后 半 叶 意大利 出 现 的 一 批 并 驾 齐 驱 的 数学 家 中 ， 维 托 。 沃 
尔 泰 拉 是 和 久负盛名 的 佼佼 者 。 同 他 的 同胞 打 佩 塞 * 佩 亚 诺 (1858 一 1932)、 
MEER. 贝尔 特 拉 米 (1835 一 1900) 和 尤 里 斯 * 迪 尼 (1845—1918) 
一 样 ， 由 于 在 像 静 电学 和 流体 力学 这 样 的 应 用 科学 领域 以 及 像 数 学 分 析 
这 样 的 理论 研究 领域 作出 了 贡献 ， 他 在 科学 史上 留 下 不 可 磨灭 的 痕迹 。 
日 然 ， 我 们 在 这 里 要 考察 的 是 他 的 后 面 一 种 贡献 。 

虽然 沃 尔 泰 拉 出 生 在 亚 德里 亚 海 之 滨 ， 但 是 他 是 在 意大利 中 部 的 佛 
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罗 伦 萨 长 大 的 , 这 座 城市 是 意大利 文艺 复兴 运动 的 发 祥 地 。 在 佛罗伦萨 ， 
沃 尔 泰 拉 币 律 于 伟大 艺术 家 米 开朗 琪 罗 漫步 过 的 街道 ， 就 读 于 以 诗人 但 
本 和 科学 家 伽利略 命名 的 学 校 , 15 世纪 和 16 世纪 佛罗伦萨 文艺 复兴 时 代 
的 气息 仿佛 渗入 了 他 的 骨髓 ， 因 为 沃 尔 泰 拉 酷爱 艺术 、 文 学 和 音乐 ， 正 
如 他 热爱 科学 一 样 。 他 伍 然 是 一 位 博学 多 才 的 文艺 复兴 式 的 人 物 ， 虽 然 
那 场 开 始 于 佛罗伦萨 的 运动 已 经 过 去 了 三 个 世纪 。 

除 这 些 事业 外 ， 他 的 政治 勇气 也 是 值得 称赞 的 。 沃 尔 泰 拉 目 睹 了 法 
西 斯 头 自 墨 索 里 尼 在 20 世纪 20 年 代 的 发 还 和 上 人 台 ， 他 站 在 公开 反对 的 
立场 ， 并 在 一 份 抵抗 这 个 政权 的 声明 上 签名 。 这 个 举动 最 终 使 他 丢掉 了 
工作 ， 然 而 这 让 他 成 为 意大利 那个 时 代 知 识 界 中 的 一 位 英雄 。 直 到 1940 
年 他 去 世 时 ， 意 大 利 尚未 摆脱 法 西 斯 统治 的 灾难 ， 但 是 沃 尔 泰 拉 已 经 为 
预期 中 的 美好 前 景 进行 了 奋勇 战斗 。 

如 果 说 晚年 时 代 的 沃 尔 泰 拉 展现 出 了 巨大 勇气 ， 那 么 少年 时 代 的 他 
则 显示 了 绝顶 的 聪慧 。 年 幼 的 沃 尔 泰 拉 早 在 11 岁 时 就 阅读 了 大 学 水 平 的 
数学 教科 书 ， 给 他 青春 时 期 的 教师 们 留 下 深刻 的 印象 ， 并 且 还 在 高 中 时 
已 通过 某 种 途径 在 佛罗伦萨 大 学 谋求 得 物理 学 实验 助理 的 职位 。 他 在 学 术 
上 的 发 展 突飞猛进 ， 并 在 22 岁 时 所 写 的 物理 学 博士 论文 中 达到 顶峰 。 

在 这 一 章 我 们 要 讨论 沃 尔 泰 拉 的 两 项 早期 发 现 , 两 者 都 是 在 1881 年 
发 表 的 , 这 是 他 在 高 中 毕业 三 年 之 后 。 第 一 项 发 现 是 找到 -个 病态 函数 ， 
在 不 断 增加 的 病态 函数 反例 表 中 又 增添 了 -个 新 的 实例 ， 并 且 从 这 个 例 
子 找到 黎 曼 积分 中 以 往 从 未 引起 人 们 注意 的 一 个 漏洞 。 第 二 项 发 现 看 似 
矛盾 而 实际 是 正确 的 ， 就 是 获得 对 于 病态 函数 具有 其 自身 限度 的 证 明 ， 
因为 沃 尔 泰 拉 证 明了 这 样 一 个 定理 : 不 可 能 存在 在 每 个 有 理 数 点 连续 而 
在 每 个 无 理 数 点 不 连续 的 函数 。 这样 一 种 函数 由 于 过 度 病 态 而 无 法 存在 。 
我 们 将 要 全 面 考查 这 个 定理 ， 不 过 先 从 那个 病态 函数 的 反例 的 简要 说 明 
开始 。 
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沃 尔 泰 拉 病 态 函 数 
我 们 在 第 6 章 曾 见 过 微 积 分 基本 定理 的 第 二 种 形式 ， 由 柯 西 陈 述 如 


T: 
“如 果 函 数 严 是 可 微 的 ， 并 且 它 的 导数 是 连续 的 ， 那 么 
| F'Godx = F(b)- F(a) ." 


不 严格 地 说 ， 这 表明 在 正确 条 件 下 导数 的 积分 恢复 其 原 函数 。 柯 丁 
在 定理 的 证 明 中 利用 了 两 个 假设 ，(a) 函数 严 存 在 导数 ，(b) 这 个 导数 
自身 是 连续 的 。 但 是 ， 这 两 个 假设 是 必要 的 吗 ? 

假设 (a) 似乎 是 不 可 或 缺 的 ， 因 为 我 们 不 能 指望 在 导数 不 存在 的 情 
形 下 对 一 个 导数 进行 积分 。 然 而 ， 假 设 (9) 的 必要 性 就 值得 怀疑 了 。 为 
了 使 基本 定理 成 立 ， 难 道 我 们 必须 作出 像 严 的 连续 性 这 样 严格 的 限制 
3? 

这 并 不 是 一 个 无 足 轻 重 的 问题 。 我 们 在 第 10 章 曾 见 过 , 不 能 把 导数 
的 连续 性 视 为 理所当然 的 事情 ， 因 为 函数 
x sin(l/ x), x «0 
0, x=0 
就 有 一 个 不 连续 的 导数 。 另 一 方面 ， 我 们 无 需 用 导数 的 连续 性 作为 一 个 
积分 存在 的 保证 ， 因 为 很 容易 找到 导数 不 连续 然而 动 是 可 积 的 函数 。 

于 是 ， 问 题 在 于 ， 如 果 说 存在 任何 条 件 的 话 ， 那 么 我 们 应 该 对 导数 
F" 加 上 什么 条 件 方 能 保证 基本 定理 成 立 。 过 去 的 种 种 发 现 为 数学 家 们 提 
供 一 种 看 待 这 个 问题 的 视角 ， 而 这 是 柯 西 不 曾 有 过 的 ， 所 以 看 来 值得 重 
新 讨论 这 个 重要 的 定理 。 

在 1875 年 , 伽 斯 腾 。 达 布 成 功 地 削弱 了 假定 (b) 。 他 证 明 , 只 要 (a) 
函数 F 是 可 微 的 ， 以 及 (b') 它 的 导数 已 是 黎 曼 可 积 的 ， 就 有 
| PCDdr= F(b)-F(a) 。 因 此 ,为 了 保证 基本 定理 成 立 , 我们 不 再 需要 
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假定 严 的 连续 性 ， 只 要 求 | F(x)dx 存在 就 足够 了 。 


这 已 经 算是 一 种 进展 ， 但 是 依然 存在 一 个 关于 严 的 问题 ， 即 我 们 是 
否 需要 对 它 作出 不 同 于 存在 性 的 其 他 任何 假设 。 或 许 导数 是 可 积 的 原 系 
它们 固有 的 特定 性 质 。 要 是 如 此 , 我 们 就 可 以 同时 抛弃 假定 (b) 和 (b^), 
并 且 单独 在 假定 (a) 的 基础 上 建立 微 积分 的 基本 定理 。 那 样 将 是 -种 限 
制 更 少 和 更 显 优雅 的 情况 。 

这 就 特 化 成 这 样 -个 问题 ， 可 能 允许 导数 带 有 何等 不 良 特 性 ? 在 第 
10 章 我 们 证 明了 达 布 定理 ， 那 里 纵然 不 要 求 导数 是 连续 的 ， 但 是 它 必须 
具备 介 值 特性 。 在 那 一 点 上 ， 导 数 似乎 是 完全 “顺从 的 "， 而 数学 家 们 可 
能 猜测 这 样 的 顺从 性 将 包含 可 积 性 。 

年 轻 的 沃 尔 泰 拉 在 他 1881 年 发 表 的 论文 “ 论 积 分 学 原理 ”中 中 驳斥 
的 正 是 这 个 错误 概念 。 在 那 篇 论文 中 他 提供 了 一 个 函数 的 例子 ，F 在 
所 有 点 具有 有 界 的 导数 ， 但 是 它 的 导数 是 极端 不 连续 的 ， 以 致 是 不 可 积 
的 。 换 句 话 说， 尽管 严 是 处 处 可 微 的 ， 而 且 它 的 导数 严 也 是 有 界 的 ， 然 
而 积分 [Fox 并 不 存在 。 正 是 由 于 这 个 原因 ， 等 式 


|? F'Godx = F(O)- F(a) 不 再 成 立 。 沃 尔 泰 拉 的 例子 之 所 以 引 人 注目 , 不 


是 因为 这 个 式 子 的 左 端 同 右 端 不 等 , 而 是 因为 左 端 的 积分 是 没有 意义 的 。 

对 于 他 的 病态 函数 例子 我 们 不 作 仔细 考察 ， 一 部 分 原因 在 于 这 个 函 
数 很 复杂 ， 而 另 -部 分 原因 是 只 在 一 章 中 讨论 - -个 病态 函数 〈 笋 尔 斯 特 
拉 斯 病态 函数 ) 或 许 就 是 够 了 。 有 兴趣 的 读者 从 文献 [3] 中 会 找到 对 于 沃 
尔 泰 拉 的 工作 的 讨论 。 

有 一 件 事 是 明确 的 : 黎 曼 积分 的 另 一 个 不 祥 特 征 已 经 被 揭露 。 数 学 
家 们 喜欢 的 无 非 是 一 个 简洁 的 定理 ， 大 意 是 如 果 严 是 可 微 的 ， 并 且 具 有 
有 界 的 导数 F*， 那 么 F(x)dr = F() - F(a) 。 但 是 ， 沃 尔 泰 拉 证 明了 ， 


就 黎 曼 积分 而 论 这 个 定理 是 不 成 立 的 。 
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对 于 沃 尔 泰 拉 的 奇特 例子 ， 数 学 家 们 可 以 作出 何 种 反应 ?一 种 选择 
是 接受 这 个 结果 ， 然 后 继续 前 进 。 当 应 用 这 个 定理 时 ， 简 单 地 附加 一 个 
关于 导数 F' 的 额外 假设 。 这 将 是 阻力 最 小 的 途径 。 

不 过 ， 还 有 另外 一 种 选择 。 正 如 我 们 先前 所 见 ， 黎 曼 积分 不 能 保证 
lim f f, God» f" tim Q9 |dx 。 如 今 ， 沃 尔 泰 拉 已 经 使 建立 一 个 简单 


的 微 积分 基本 定理 的 任何 希望 化 为 泡影 。 在 19 世纪 临近 终结 之 际 ， 有 着 
比 以 往 更 多 的 理由 怀疑 ， 麻 烦 隐 藏 在 黎 曼 积分 的 定义 中 而 不 在 分 析 学 的 
固有 本 性 中 。 少 数 大 胆 的 人 ， 为 了 挽救 上 述 基本 定理 ， 在 沃 尔 泰 拉 病 态 
函数 的 推动 下 打算 放弃 歼 曼 积 分 。 不 过 我 不 再 继续 讨论 。 


汉 克 尔 的 函数 分 类 


截至 19 世纪 80 年 代 ， 分 析 学 受到 病态 函数 反例 的 巨大 冲击 ， 这 些 
反例 看 起 来 一 个 比 一 个 奇特 。 我 们 已 经 见 过 的 反例 包括 以 下 三 个 。 

(a) 狄 利克 圭 函 数 
c, 为 有 理 数 
4d，x 为 无 理 数 
它 是 处 处 不 连续 的 但 不 是 黎 曼 可 积 的 函数 。 

(b) 扩充 的 直 尺 函数 RCD)， 它 是 在 每 个 无 理 数 点 连续 而 在 每 个 有 理 
数 点 不 连续 的 函数 ， 但 是 它 是 黎 曼 可 积 的 ， 其 积分 | ,R(x)dx = 0 。 


(c) 魏 尔 斯 特 拉 斯 病态 函数 
fx)z Sb: cos(na’x) 


它 是 处 处 连续 的 和 无 处 可 微 的 函数 。 

这 种 情景 显示 分 析 学 中 存在 的 混乱 局 面 ， 而 且 唤 起 对 于 如 此 杂乱 无 
章 的 数学 现状 确 并 秩序 和 条 理性 。 

竟 力 完成 这 个 重任 的 人 正好 是 赫 尔 曼 ， 汉 殉 尔 《1839 一 1873)。 他 古 
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黎 曼 的 仰 募 者 ， 黎 曼 相信 应 该 像 生物 学 家 或 者 地 质 学 家 那样 ， 采 用 某 种 
类 似 的 方法 对 函数 进行 分 类 。 汉 克 尔 于 1870 年 〈 早 逝 之 前 三 年 ) 提出 了 
这 样 一 种 分 类 。 他 希望 用 这 种 分 类 阐明 数学 分 析 的 性 质 和 限度 。 

汉 克 尔 考 察 由 定义 在 一 个 区 间 [a, 名 上 的 所 有 有 和 界 函 数 构成 的 函数 
E, 并 且 通 过 它们 的 连续 性 和 不 连续 性 的 性 质 对 它们 加 以 区 分 。 为 了 了 
解 他 是 如 何 进行 分 类 的 ， 我 们 回顾 格 奥 尔 格 ， 康 托 尔 普 经 给 出 的 一 个 熟 
悉 的 定义 。 

定义 ”对 于 一 个 实数 集 4， 如 果 在 任何 开 区 间 中 至 少 包含 4 的 一 个 
元 素 ， 就 说 4 是 稠密 的 。 

稠密 集 的 两 个 基本 例子 是 有 理 数 集 和 无 理 数 集 ， 因 为 任何 一 个 开 区 
闻 都 含有 无 限 多 有 理 数 和 无 理 数 。 稠 密集 这 个 名 称 带 有 局 示 性 ， 表 明 它 
的 元 素 如 此 紧密 地 聚集 在 一 起 ， 以 致 它们 总 是 毗连 的 。 

有 了 这 个 准备 ， 我 们 就 可 以 对 函数 给 出 汉 克 尔 的 分 类 。 他 把 在 区 间 
[a, 5b] 上 的 所 有 点 连续 的 函数 列 为 第 1 类 函数 ,这 些 函数 具备 很 好 的 特性 ， 
它们 在 区 间 上 达到 极 大 值 和 极 小 值 ， 具 有 介 值 特性 ， 并 且 能 够 积分 。 在 
汉 克 尔 的 分 类 中 ， 第 1 类 函数 处 于 “食物 链 ” 的 顶端 。 

他 的 第 2 类 函数 包括 那些 在 [a, 5] 上 除 有 限 个 点 之 外 是 连续 的 函数 。 
这 类 函数 带 有 更 多 的 不 确定 性 ， 但 是 它们 的 奇异 性 在 数量 上 是 有 限 的 ， 
在 很 大 程度 上 处 于 控制 之 中 。 一 个 例子 是 我 们 在 第 10 章 见 过 的 定义 在 区 
igl[-1, 1] 上 的 函数 
cos(1/ x), x £0 
0, xz0 
因为 它 在 x=0 有 一 个 不 连续 点 。 换 一 种 方法 ,我 们 还 可 以 取 一 个 在 区 间 
[a, 如 上 定义 的 连续 函数 , 然后, 例如 在 50 个 点 上 把 它 重新 定义 成 不 连续 
的 , 由 此 引入 50 个 不 连续 性 点 。 这样 一 个 函数 将 属于 汉 克 尔 第 2 类 函数 。 

从 逻辑 上 说 ， 只 剩 下 一 类 函数 了 ， 即 那些 在 [a, 8] 上 具有 无 限 个 不 连 
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续 点 的 函数 。 自 然 ， 这 些 艺 数 是 最 差 的 ， 但 是 汉 殉 尔 相信 可 以 把 它们 再 
分 成 差 的 和 非常 差 的 两 类 : 


3A X: 在 [a,b] 的 无 穷 个 点 不 连续 但 是 仍然 在 其 中 一 个 稠密 集 上 
连续 的 函数 。 他 把 这 类 函数 称 为 “点 术 不 连续 的 蚤 数 ”. 

3B X: 一 切 其 他 的 不 连续 函数 。 汉 克 尔 称 之 为 “完全 不 连续 的 
dd. 


我 们 看 出 ，3A 类 函数 中 的 一 个 点 态 不 连续 函数 ,尽管 存 企 无 限 多 个 
不 连续 点 ， 也 是 仍然 在 任何 开 区 间 的 某 些 地 方 是 连续 的 。 另 一 方面 ， 对 
于 3B 类 中 的 一 个 函数 而 言 ， 必 定 存 在 区 阅 (a, b) 内 的 某 个 开 子 区 间 (c, 
qd)， 函 数 在 其 中 完全 没有 连续 的 点 。 因 此 ， 一 个 完全 不 连续 的 了 两 数 的 特 
征 是 在 一 个 不 间断 的 子 区 间 上 仅 存 在 不 连续 的 点 。 

试 曲 ， 前 面 引 入 的 三 个 病态 函数 属于 汉 克 尔 分 类 方案 中 的 哪 一 类 ? 
MORI E ER CR Rb b ESRB ERG, 属于 完全 不 连续 的 3B 类 函数 。 直 尺 
车 数 在 无 穷 个 点 【有 理 数 点 ) 是 不 连续 的 ， 然 而 在 一 个 稠密 集 (无 理 数 
A) 上 是 连续 的 ， 因 此 属于 点 态 不 连续 的 3A 类 畏 数 。 魏 尔 斯 特 拉 斯 函数 
或 许 是 最 为 奇特 的 ， 把 它 归 人 第 1 类 函数 看 似 不 当 而 实则 正确 的 ， 因 为 
它 是 处 处 连续 的 。 

汉 殉 尔 发 现 ， 他 的 函数 分 类 在 下 述 意义 下 是 重要 的 : 他 知道 了 第 1 
类 函数 和 第 2 类 函数 是 黎 曼 可 积 的 ， 并 且 他 了 如 指 掌 的 那些 点 态 不 连续 
函数 的 例子 同样 是 可 积 的 。 相 反 ， 完 全 不 连续 的 狄 利克 雷 国 数 是 不 可 积 
的 。 对 于 他 而 言 , 3A 类 函数 间 3B 类 函数 之 间 的 鸿沟 似 平 是 不 可 跨越 的 。 
正如 Thomas Hawkins 指出 的 那样 ，“ 汉 克 尔 通过 确定 点 坊 不 连续 函数 同 
完全 不 连续 函数 之 间 的 区 别 ， 相 信 自己 已 经 把 数学 分 析 可 以 处 理 的 函数 
同 那些 它 无 力 处 理 的 函数 分 离开 来 "。 间 

为 了 显示 这 样 做 的 全 部 价值 ， 汉 克 尔 证 明了 一 个 惊人 的 定理 ， 区间 
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[a, 中 上 的 一 个 有 界 函 数 是 黎 曼 可 积 的 ， 当 且 仅 当 它 不 比 点 态 不 连续 函数 
更 差 。 这 就 是 说 , 一 个 有 界 函 数 只 要 属于 第 1 类 、 第 2 类 或 者 3A 类 函数 ， 
那么 它 是 可 以 积分 的 ; 那些 属于 3B 类 的 函数 是 不 可 以 积分 的 , 而 且 也 不 
能 进行 解析 开拓 。 

汉 克 尔 定理 看 起 来 是 在 回答 我 们 前 面 提出 的 主要 问题 ,一 个 可 积 函 
数 可 能 在 多 大 程度 上 是 不 连续 的 ? 按照 他 的 说 法 ， 答 案 是 “在 最 坏 的 情 
况 下 是 点 态 不 连续 的 "。 他 的 证 明 表 示 ， 只 要 - -个 函数 在 一 个 稠密 集 上 是 
连续 的 ， 所 有 那些 不 连续 的 点 对 于 可 积 性 而 言 都 是 无 足 轻重 的 。 这 恰好 
是 数学 家 们 梦 塞 以 求 的 简洁 结果 。 

不 幸 的 是 ， 这 也 是 不 正确 的 。 

在 这 种 错综复杂 的 概念 中 ， 即 使 大 学 问 家 也 难免 犯错 误 ， 不 过 充 克 
尔 所 犯 的 是 一 个 突出 的 错误 。 公 正 地 说 ， 他 的 定理 有 一 半 是 正确 的 : 一 
个 函数 如 果 是 黎 曼 可 积 的 , 那么 它 确 实 必 定 在 一 个 稠密 集合 上 是 连续 的 。 
一 个 完全 不 连续 的 函数 存在 一 个 由 不 连续 点 构成 的 不 间断 的 子 区 间 ， 它 
不 可 能 具有 黎 曼 积分 。 关 于 这 一 点 ， 人 们 再 次 想到 狄 利克 备 函 数 。 

但 是 ， 汉 克 尔 对 于 相反 结论 的 证 明 存在 漏洞 。 英 国 数学 家 享 利 * 约 
翰 "斯蒂芬 “史密斯 (1826—1883) 发 表 了 一 个 点 态 不 连续 的 函数 的 例 
子 ， 而 这 个 函数 却 是 不 可 积 的 。 他 指出 :“ 这 个 消 数 是 值得 注意 的 ， 因 为 
它 同 - -种 不 连续 函数 的 理论 对 立 ， 而 这 种 理论 得 到 卓越 的 几何 学 家 赫 和 尔 
Ze 汉 克 尔 博士 的 首肯 , 他 在 不 久 前 英 年 早 逝 是 数学 科学 的 巨大 损失 。”” 
史密斯 的 例子 是 非 同 寻常 的 ,其 中 用 到 一 种 我 们 如 今 称 为 具有 正 测 度 的 
无 处 竺 密集 的 结构 。 需 要 了 解 细节 的 读者 ， 请 参阅 Thomas Hawkins 的 
著作 。 呈 暂时， 我 们 仅 限于 指出 ， 函 数 的 连续 性 同 黎 曼 可 积 性 之 间 的 关 
系 依然 是 不 清楚 的 ， 仍 旧 设 有 解决 一 个 可 积 函 数 可 能 在 多 大 程度 上 是 不 
连续 的 问题 。 无 论点 态 不 连续 性 的 价值 怎样 ， 它 都 不 能 对 于 人 们 长 期 以 
来 寻找 的 这 种 联系 提供 答案 。 


204 | 微 积分 的 历程 ， 从 牛顿 到 勒 贝 格 


不 过 ， 已 经 取得 了 一 定 进展 。 黎 受 已 经 把 可 积 性 概念 扩展 到 某 些 高 
度 不 连续 的 函数 ， 而 汉 克 和 尔 定理 正确 的 一 半 以 及 史密斯 的 国 数 反例 ， 证 
明了 黎 曼 可 积 函 数 完全 包容 在 一 个 更 大 的 函数 集合 内 ， 即 由 在 稠密 集 上 
的 连续 函数 组 成 的 集合 。 

我 们 顺便 指出 ,“ 点 态 不 连续 的 这 个 术语 有 时 被 粗心 大 总 地 用 来 表 
示 “ 在 最 坏 的 情况 下 是 点 态 不 连续 的 。 就 是 说 ， 凡 是 属于 议 克 尔 的 第 1 
类 、 第 2 类 或 3A 类 中 的 所 有 函数 都 被 归并 在 点 态 不 连续 函数 这 个 单 - -的 
标题 下 ， 这 就 导致 把 连续 函数 (第 ! 类 函数 ) 置 于 “点 态 不 连续 函数 
之 列 这 种 离奇 的 局 面 。 由 于 前 面 三 类 函数 的 一 个 共同 特性 是 在 稠密 集 上 
是 连续 的 , 我 们 可 以 把 稠密 地 连续 的 看 成 是 概括 第 1 类. 第 2 类 和 3A 类 
中 所 有 函数 的 术语 。 

无 论 如 何 , 初 看 起 来 汉 克 尔 的 函数 分 类 似乎 是 个 大 有 可 为 的 工具 ， 
能 够 把 分 析 学 可 以 处 理 的 函数 同 分 析 学 难以 对 付 的 函数 分 离开 来 ,然而 ， 
结果 却 是 许多 难以 对 付 的 函数 在 集合 论 和 勒 贝 格 积分 的 范围 内 得 到 非常 
马 妙 的 处 理 。 如 今 ， 汉 克 和 尔 的 函数 分 类 多 半 被 束 之 高 阅 。 

但 是 在 19 世纪 后 期 , 点 态 不 连续 性 仍然 是 最 出 色 的 数学 家 们 研究 的 
对 象 。21 岁 的 维 托 " 沃 尔 泰 拉 就 是 这 些 数 学 家 中 的 一 位 。 


病态 函数 的 限度 


病态 函数 的 盛行 显示 ， 国 数 的 任何 特性 ， 无 论 它 多 么 黎 奇 占 怪 ， 遂 
过 一 位 极 富 创造 性 的 数学 家 精心 构造 出 的 例子 ， 都 是 可 以 被 认识 的 。 

例如 ， 谁 能 想象 直 尺 函数 竟然 会 在 每 个 无 理 数 点 连续 而 在 每 个 有 理 
数 点 不 连续 呢 ? 此 外 ， 为 什么 不 假定 在 某 处 存在 一 个 有 待 发 现 的 同样 离 
奇 的 函数 ， 这 个 函数 在 每 个 有 理 数 点 连续 而 在 每 个 无 理 数 点 不 连续 ? 似 
乎 并 不 是 一 个 例子 比 另外 一 个 例子 更 加 怪异 。 

从 下 面 的 两 个 例子 中 ， 明 显 看 出 函数 的 连续 性 点 同 不 连续 性 点 有 时 
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是 可 以 交换 的 。 首 先 定义 函数 
H(x) -| 


x, x40 
l, x=0 
显然 这 是 在 除 原点 以 外 的 所 有 点 连续 的 函数 , 原点 是 其 唯 -的 不 连续 点 。 
作为 百 x) 的 相似 图 数 ， 我 们 引入 
x, x 理 

Kozin ing 
不 难看 出 ，KCo 在 任何 点 a#0 是 不 连续 的 。 因 为 如 果 令 fj 是 一 个 收敛 
于 a 的 有 理 数 序列 ， 而 人 是 一 个 收敛 于 a 的 无 理 数 序列 ， 那 么 

lim K (x,) = lim(x;) = a° 

然而 

lim K(y,) = lim(0) 2 0 7 a 
由 于 这 两 个 序列 具有 不 同 的 极限 ， 我 们 知道 lim 天 (zx) 不 可 能 存在 ， 所 以 
天 (xz) 在 x=a 是 不 连续 的 。 

但 是 ， 对 于 任何 x， 不 管 它 是 有 理 数 还 是 无 理 数 ， 我 们 都 有 0 
K(x) < x ， 所 以 用 简单 的 挤 压 论证 ， 证 明 limK(x) =0=(0) 。 由 此 推 
出 六 有 唯一 的 连续 点 , 即 原点 。 所 以 , 对 于 上 面 定义 的 两 个 函数 五 和 天 ， 
它们 连续 的 点 同 不 连续 的 点 是 相互 交换 的 。 

关于 这 -点 ,我们 引进 下 面 的 定义 。 

定义 ”对 于 一 个 函数 户 我 们 令 Cr = SEZER D, = (x 

J 在 x 是 不 连续 的 }。 

可 以 把 前 面 的 讨论 简单 地 概括 为 Ca = {x |x 0) - D, 和 
C, ={0}= Dy o 

ER BL e BE p In] I E BP UT AIRE e ETE AL ERR, SET EE RT 
一 个 函数 fF, 是 否 存在 一 个 “ 余 函 数 ”8g 满足 C= De 和 Cg= Dy? 要 是 存 
在 ， 我 们 如 何 把 它 找 出 来 ?倘若 不 存在 ， 原 因 又 在 哪里 ? 
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沃 尔 泰 拉 在 他 1881 年 所 写 的 论文 “关于 点 态 不 连续 函数 的 几 点 注 记 ” 
中 致力 于 解决 这 个 问题 。 结 果 得 到 一 个 强 有 力 的 定理 和 两 个 重要 推论 。W" 

ER ERE Ca, b) 上 不 可 能 同时 存在 两 个 点 态 不 连续 函数 ， 其 中 
一 个 函数 的 连续 性 点 是 另 一 个 函数 的 不 连续 性 点 ， 反 之 亦 然 。 

证 明 他 通过 反 证 法 证 明 ， 首 先 假定 f 和 如 (a b) 上 这 样 两 个 点 
态 不 连续 的 函数 ， 它 们 的 连续 性 点 集 和 不 连续 性 点 集 满足 Cr= Ds 和 Dy= 
C,. Ki. C; 和 Cs 把 Ca, b) 划分 成 两 个 不 相交 的 非 空 条 密 子 集 . 

他 的 证 明基 于 一 个 谱 套 的 子 区 间 序 列 ， 由 于 /是 点 态 不 连续 的 ， 它 
在 区 间 Ca, b) 内 的 某 处 必定 有 一 个 连续 的 点 w. Fe = 1/2， 和 连续 性 
保证 存在 一 个 6 > 0, 使 (xy 一 5,xo + 5 ) RA (a, b) 的 一 个 子 集 ， 
JERX€O«|x-x|«ó RAISE - f(x) < V2. 现在 我 们 选 
fa «bs Ha, JETER (xo — 8 xo + 0 ) "BRUT XB, 3v 


f E 12-1 Pie IBS E. 
a 84 bi b 
——————F——————— 
X9 -ó Xo Xp * ó 


图 12-i 
对 于 [al, b1] 中 的 任意 两 点 x 和 y， 应 用 三 角 不 等 式 ， 得 到 
IL-ON fe) - l fo) FON<12+1/2=1 (0) 

这 表明 /在 闭 区 间 [ai, bi] E f CIR AS ARE 1 单位， 

EE (a, b) 是 (Ga b) 的 一 个 开 子 区 间 ， 同 时 9 也 是 点 态 不 连续 
6. Ey. Ca, bi) 内 有 的 一 个 连续 点 ， 比 如 说 x1/。 重 复 前 面 对 于 6 的 
论证 ， 我 们 找到 点 a <h, AREL a, bl labh) 的 子 集 ， 并 且 对 
Fla, b ] 中 的 任意 x 和 y 有 |x)-JUy)|<l。 参见 图 12-2. 


a EE al bi b, b 
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把 这 个 结论 同上 面 的 式 ( 1 ) 相 结合 , 我 们 找到 一 个 闭 子 区 间 [a , b]. 

对 于 其 中 的 所 有 x 和 y， 有 
| fG9- fo)1«1, [60)-90)|«1 

沃 尔 泰 拉 接 着 利用 点 态 不 连续 性 以 & = 1/4 重复 这 个 论证 过 程 。 他 
首先 考察 f。， 然 后 考察 p， 找 到 一 个 位 于 开 区 间 ( af, br ) 内 的 闭 子 区 间 
[a;, 如 ] 一 一 这 个 闭 区 闽 自 然 也 在 [ai , i] 内 ,使 得 对 于 [a;, b JP FEET 
点 Xx 和 y， 有 

[70-09)|<172, 166)-90)1«1/2 

WH e= 1/8, 1/16,…, 1/24, EET XS EEF EAA R ERAI 
[a , b] 2 la, b] 2 I5, 51 2 …， 使 得 对 于 [ea , bL)'T HERI x 
fu y, A 

1£G)- f0)1«U2"*, Ax) 90)1 «1/27 (2) 

Ed I PX XEILESQCESTE EAE A E a, 
bY] 中 必定 存在 一 个 公共 点 c。 由 于 cft T [ap , 站] 内 ， 它 实际 是 在 我 们 原 
来 的 区 间 (a b) 内 . 

接 下 来 我 们 断定 f 在 c 是 连续 的 . 这 是 很 容易 得 出 的 结论 ， 因为 沃 尔 
泰 拉 在 构造 他 的 谋 套 的 区 间 序 列 时 已 经 控制 了 了 的 振幅 .为 了 作出 严格 
的 魏 尔 斯 特 拉 斯 E- 6 方法 的 证 明 ， 我 们 可 取 任 意 e > 0， 并 且 选 择 一 个 
满足 2" < e 的 自然 数 大 我 们 确 知 c 是 区 间 [ ak, Btw] 中 的 一 点 ， 而 
这 个 区 间 又 是 在 开 区 间 Cat, 5,0 内 , 所 以 可 以 求 出 一 个 5>0, Ec- 6 
c*tó)c(a,b)c[a,b]). EJ. XI FE O«|x-c|«ó IET x, 
根据 式 (2) 我 们 有 | fo) f()1«1/27 «e. RREA lim f(x) - f(c) ， 
所 以 f 在 c 是 连续 的 ， 这 正 是 我 们 要 推断 的 结果 。 

由 于 可 以 把 同样 的 论证 一 字 不 改 地 用 于 办 所 以 8 在 c 也 是 连续 的 。 
用 这 种 方法 ， 我 们 已 经 引出 一 个 矛盾 ， 因 为 c 同 时 属于 Cy 和 Cp， 违反 一 
个 函数 的 连续 性 点 是 另外 一 个 函数 的 非 连续 性 点 的 假定 . 所 以 别 无 选择 ， 
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我 们 只 能 断定 不 可 能 存在 两 个 这 样 的 点 态 不 连续 函数 。 a 

在 继续 讨论 之 前 ， 我 们 需要 作 两 点 说 明 。 首 先 ， 沃 尔 泰 拉 对 于 区 间 
[at , 刀 ] 没 有 明确 要 求 为 闭 区 间 。 这 是 一 个 容易 补救 的 醇和 忽 ， 正 如 我 们 在 
上 面 所 作 的 那样 。 基 次， 在 前 面 的 例子 中 ， 函 数 万 的 连续 性 点 是 函数 下 
的 非 连 续 性 点 ， 肥 过 来 也 是 一 样 ， 我 们 注意 到 大 是 完全 不 连续 函数 ( 汉 
克 尔 的 3B 类 函数 ) 而 不 是 点 态 不 连续 函数 ( 汉 克 尔 的 3A 类 函数 )。 因 
此 ， 那 个 例子 同 沃 尔 泰 拉 证 明 的 结果 丝毫 不 相抵 触 一 一 登 怕 任何 人 都 会 
因 这 个 结果 而 难以 人 眠 。 

沃 尔 泰 拉 从 他 的 定理 得 出 两 个 重要 的 推论 。 第 一 个 推论 解决 了 分 析 
学 中 的 一 个 主要 问题 ， 我 们 把 它 陈 述 如 下 。 

推论 1 ”由 于 存在 一 个 在 每 个 无 理 数 点 连续 而 在 每 个 有 理 数 点 不 连续 
的 函数 ， 也 就 不 可 能 找到 一 个 在 每 个 无 理 数 点 不 连续 而 在 每 个 有 理 数 点 
LIII E 

为 了 充实 他 的 论证 的 细节 ， 我 们 设想 这 样 一 个 函数 GG), "ERI Ce 
是 有 理 数 集 (稠密 集 )。 那 么 ，C 是 点 态 不 连续 的 。 但 是 我 们 已 在 前 面 遇 
见 了 扩充 的 直 尺 函数 R(x)， 它 也 是 点 态 不 连续 的 ， 其 Cx 却 是 无 理 数 集 。 
于 是 G 的 连续 性 点 将 是 只 的 非 连续 性 点 , 同 沃 尔 奈 拉 的 定理 巴 盾 。 因此， 
这 两 个 国 数 不 可 能 同时 存在 。 由 于 直 尺 函数 确实 是 存在 的 ， 所 以 我 们 不 
得 不 作出 消 数 CG 不 存在 的 结论 。 套 用 一 名 西部 电影 中 对 牛仔 们 的 评论 ， 
沃 尔 泰 拉 的 定理 证 明了 “这 座 城市 没有 大 到 足以 同时 容纳 他 们 两 人 ”。 一 
个 函数 仅 在 有 理 数 点 上 连续 从 逻辑 上 说 是 不 可 能 的 。 

MA, 病态 函 数 是 有 其 限度 而 不 是 无 所 不 包 的 。 无 论 数 学 家 们 如 何 
精明 , 某 些 函数 仍然 置身 其 外 , 这 就 是 沃 尔 泰 拉 用 这 个 巧妙 的 论证 所 证 实 
的 一 个 事实 。 但 是 , 他 还 得 到 一 个 隐 含 的 推论 , 那 就 是 不 可 能 存在 无 理 数 
点 上 取 有 理 数 并 且 反 过 来 在 有 理 数 点 上 取 无 理 数 的 连续 函数 。” 

推论 2 ”不 存在 在 实数 集 上 定义 的 这 样 一 个 连续 函数 g(x)， 当 x 取 无 
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理 数 时 g(x) 为 有 理 数 ， 而 当 x 取 有 理 数 时 g(x) 为 无 理 数 ， 

证 明 为 了 导致 矛盾 ， 沃 尔 泰 拉 再 次 假定 存在 这 桩 一 个 函数 f 
后 通过 G(x) = R(g(x)) ,其 中 情 是 前 面 所 说 的 扩充 的 直 尺 函数 ， 并且 给 出 
关于 G 的 两 个 断言 . 

断言 1 如 果 x 为 有 理 数 ， 那 么 G 在 x 是 连续 的 。 

这 是 显而易见 的 ， 因 为 只 要 x 为 有 理 数 ，g(x) 就 是 无 理 数 ， 所 以 R 
在 g(x) 是 连续 的 。 但 是 假定 g 是 处 处 连续 的 ， 所 以 复合 函数 G 在 x 将 是 
连续 的 . 

断言 2 如 果 y 为 无 理 数 ， 那 么 G 在 是 不 连续 的 。 

通过 选择 一 个 收敛 于 y 的 有 理 数 序列 {xt}， 就 知道 这 是 很 容易 证 实 
的 。 在 这 种 情况 下 ， 

lim G(x)= lim R(g(x, )) = lim0 = 0 

这 是 因为 g 把 每 个 有 理 数 x 变换 成 一 个 无 理 数 go). TO BLA EE REX 
理 数 点 的 值 为 零 。 另 一 方面 ，G(y) = R(g(y》))}0， 因 为 g(y) 为 有 理 数 . 
总 之 ， lim G(x,) # G(y) ; 所 以 G 在 是 不 连续 的 。 


把 这 两 个 断言 结合 起 来 ， 就 证 明了 函数 G 在 有 理 数 点 是 连续 的 而 在 
无 理 数 点 是 不 连续 的 一 一 这 是 沃 尔 泰 拉 刚才 证 明 不 可 能 出 现 的 一 种 局 
面 ! 由 此 推断 不 可 能 存在 像 g 这 样 的 一 个 函数 。 所 以 ， 没 有 一 个 连续 函 
数 能 够 把 有 理 数 变换 为 无 理 数 ， 间 时 反 过 来 把 无 理 数 变 换 为 有 理 数 。 m 

这 些 结果 尤其 使 我 们 想起 ， 虽 然 有 理 数 集 和 无 理 数 集 都 是 实数 的 笛 
密集 ， 但 是 它们 在 本 质 上 是 不 可 互 换 的 。 正 如 我 们 所 见 ， 康 托 尔 曾 经 特 
别 指出 有 理 数 是 可 数 的 而 无 理 数 是 不 可 数 的 事实 , 但 是 事情 并 不 止 于 此 ， 
数学 家 们 还 发 现 这 两 个 数 系 之 间 存 在 某 些 更 微妙 的 差别 。 这 些 差别 之 一 
是 一 个 集合 的 “类 型 ”的 概念 。 集 合 的 类 型 是 由 沃 尔 泰 拉 的 天 才学 生 勒 
内 。 贝 尔 提 出 的 概念 ， 他 是 我 们 在 下 一 章 介 绍 的 数学 家 。 
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我 们 说 以 这 些 氢 述 告别 那 时 年 仅 21 岁 的 维 托 * 沃 尔 泰 拉 。 摆 在 他 面 
前 的 是 远大 而 辉煌 的 事业 ， 人 们 将 会 见 到 他 继续 取得 数学 上 的 成 功 ， 并 
得 到 国际 上 的 公认 ， 而 英国 国王 乔治 五 世 甚至 授予 他 荣誉 研 士 称号 。 

追溯 沃 尔 泰 拉 的 后 半生 ， 我 们 知道 他 赋予 19 世纪 以 “函数 论 世 纪 ” 
的 特征 。! 叫 从 欧 拉 最 初 提出 函数 的 思想 开始 ， 函 数 概念 在 柯 西 、 黎 曼 和 
魏 尔 斯 特 拉 斯 的 研究 中 扮演 主要 角色 , 并 且 接 着 传承 给 新 一 代 的 康 托 尔 、 
汉 克 尔 以 及 沃 尔 泰 拉 本 人 。 函 数 在 分 析 学 中 处 于 至 高 无 上 的 支配 地 位 ， 
而 在 函数 中 发 现 的 种 种 意 想 不 到 的 可 能 性 ， 无 不 一 次 又 一 次 地 使 数学 家 
们 惊 放 莫名。 如 我 们 所 知 ， 由 于 沃 尔 泰 拉 在 1881 年 的 两 项 不 同 而 又 迷人 
的 发 现 ， 使 他 在 我 们 叙述 的 故事 中 占有 重要 的 -- 席 之 地 。 

对 于 这 位 年 轻 人 说 来 ，1881 年 是 非 同 寻常 的 一 年 。 
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M * 贝尔 (1874—1932) 


勒 内 。 贝 尔 在 1899 年 所 写 的 博士 论文 中 , 对 于 集合 论 在 数学 分 析 中 
的 重要 性 给 出 如 下 评价 : | 

一 般 而 论 ， 人 们 其 至 可 以 说 …… 任 何 同 函数 论 有 关 的 问题 都 将 

导致 同 集合 论 有 关 的 某 些 问题 ， 只 要 后 面 这 种 问题 获得 解决 或 

者 可 能 解决 ， 原 有 问题 就 可 以 随 之 解决 或 者 近乎 解决 。[ 


我 们 将 会 见 到 ， 贝 尔 不 仅 提出 了 这 种 见解 ， 而 且 为 促 其 实现 进行 了 
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卓有成效 的 工作 。 

令 人 叹 惜 的 是 ， 他 在 数学 上 取得 成 就 仅 局 限 在 身心 还 是 健全 的 短暂 
时 期 。 贝 尔 体质 虚弱 ,性 格 内 向 ， 他 于 1892 年 考 进 大 学 ， 而 他 的 突出 才 
能 使 他 得 以 到 意大利 师 从 沃 尔 泰 拉 。m" 贝尔 在 完成 博士 论文 “ 论 实 变 函 
数 ” 之 后 ,执教 于 法 国 蒙 彼 利 埃 大 学 (1902 年 ) MERKE (1905 ££), 
在 这 段 时 间 ， 他 的 健康 状况 尽管 偶尔 欠 佳 ， 不 过 看 起 来 还 能 应 付 工作 。 

但 是 ， 接 蚂 而 来 的 一 连 串 疾病 挫 毁 了 贝尔 原本 弱 不 禁 风 的 身体 。 他 
处 受 着 从 食道 阻塞 到 空旷 恐惧 症 严重 发 作 在 内 的 多 种 病痛 的 折磨 。 到 
1909 年 ， 随 着 病情 的 恶化 ， 他 已 经 无 法 继续 从 事 教 学 工作 ， 而 于 1914 
年 从 第 戎 大 学 获准 离 体 。 从 此 以 后 ， 贝 尔 再 也 没有 回 到 庄严 的 研究 工作 
岗位 。 

他 在 余下 的 有 生 之 年 一 直 在 同 身体 上 和 心理 上 的 病魔 作 斗 争 ， 而 且 
生活 极度 贫困 。 一 位 同事 把 贝尔 描绘 成 “一 位 天 才 型 人 物 ， 他 为 如 此 天 
才 付 出 的 代价 是 由 于 身体 虚弱 而 引发 的 接二连三 的 苦难 ”"。 勒 内 ， 贝 尔 
AR “ 生 ， 仅 有 十 余年 的 岁月 是 献身 于 数学 研究 的 美好 时 期 。 

在 这 一 章 里 ， 我 们 将 追溯 他 所 写 的 博士 论文 ， 以 及 现今 称 为 贝尔 分 
类 定理 的 最 初 形式 。 像 贝尔 原来 的 做 法 一 样 ， 我 们 从 一 个 称 为 无 处 稠密 
集 的 概念 开始 。 


无 处 稠密 集 


如 前 面 所 说 ， 一 个 实数 的 集合 称 为 稠密 的 ， 是 指 每 个 开 区 间 至 少 包 
含 这 个 集合 的 一 个 元 素 。 用 现代 的 表示 法 ， 如果 对 于 任何 开 区 间 (as B), 
RV (B Deo, WA DERRER. 

只 要 存在 一 个 开 区 间 不 包含 一 个 集合 中 的 点 ， 这 个 集合 就 不 是 稠密 
的 。 例 如 ， 我 们 令 五 是 全 部 正 有 理 数 的 集合 。 这 个 集合 在 实 直 线 上 不 是 
HER, RAF KE (-2,0) APAR EHH., Pit, ETERBIR Z 
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处 展现 一 种 “稠密 性 ”"， 因 为 E 中 的 元 素 出 现在 任何 开 区 间 (& B) A, 
其 中 ap, 

为 了 撒 开 这 种 类 似 的 例子 ， 即 那 种 在 某 些 区 域内 稠密 而 在 另外 一 些 
区 域内 不 稠密 的 集合 ， 我 们 引入 一 个 新 的 概念 。 

定义 对 于 一 个 实数 集 P， 如 果 每 个 开 区 间 (ap) 包含 这 样 一 个 开 
FRE (a, b) C (a, B). f (a, bj) 站 P= 儿 ， 那 么 也是 无 处 稠密 的 。 

这 意味 着 ， 即 使 在 一 个 给 定 的 区 间 (a, B) 内 可 以 找到 P 中 的 点 ， 
但 是 在 其 中 存在 一 个 不 包含 这 种 点 的 完整 子 区 间 (参见 图 13-1)。 因 此 ， 
无 处 稠密 集 被 视 为 是 稀 朴 的 ， 或 者 用 赫 尔 曼 * 汉 克 尔 的 描述 性 术语 ， 是 
“IR. O 

P 的 点 (a, 5) 内 无 P 的 点 
a rà E X B 
a b 
图 13-1 


需要 指出 ,“ 无 处 稠密 ”不 是 “稠密 ”的 逻辑 否定 。 例 如 ， 上 面 的 不 
稠密 集 五 并 不 是 无 处 稠密 集 ， 因 为 开 区 间 (3, 4) 就 不 包含 带 正 有 理 数 的 
子 区 间 。 因 此 ， 我 们 最 好 是 提供 几 个 无 处 稠密 集 的 例子 。 

(D 单 点 < 集 {c} 是 无 处 稠密 集 。 

这 是 显然 的 ， 因 为 如 果 (a8) 是 一 个 不 含 c 的 开 区 间 ， 那 么 
(a, B) c (a, B) , 3FH. (a, E) (c) 9, 

1 111 

(2) 集 合 S= [j^ amm) =f, 3a -| 是 无 处 稠密 集 。 

这 也 是 很 容易 看 出 的 ， 因 为 两 个 相 邻 整数 的 倒数 之 间 的 间隔 将 构成 
一 个 不 含 8 的 点 的 子 区 间 。 即 使 一 个 给 定 的 开 区 间 (o 月 包含 0 一 - 那 
些 聚 集 的 自然 数 的 倒数 趋 近 的 点 一 我 们 仍然 可 以 选择 一 个 自然 数 N， 
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使 得 eap , 当 取 开 子 区 间 | x]ee. 5 s & n5 
| B 
CE xj 人 NS = 好 ， 如 图 13-2 所 示 。 
S: NES H 
NA N 
U ) 
a 0 | Pi 1 i 1 
l 
A " Jtr 
图 13-2 
(3) 集合 T= i i ROS DNI JETER 
didus wat vi acis e decir an: 
样 产生 一 系列 点 二 +1 Le LE BML a, 这 些 点 在 = 附近 聚集 


聚集 的 方式 与 前 面 例子 中 的 点 在 0 附近 的 聚集 相同 。 由 于 ”是 随意 的 ， 
每 个 倒数 都 是 这 样 一 个 聚集 点 , 由 此 得 到 的 T 是 一 个 非常 复杂 的 结构 。 


然而 ， Aer ZUR 7 成 为 无 处 稠密 的 (我们 略 去 细节 )。 


在 展现 贝尔 对 这 个 无 处 稠密 集 记 作 的 工作 之 前 ， 我 们 证 明 两 个 将 会 
用 到 的 引 理 。 

引 理 1 无 处 稠密 集 的 子 集 是 无 处 稠密 的 。 就 是 说 ， 如 果 已 是 一 个 
稠密 集 ， UCP, MA 以 是 无 处 稠密 的 。 

WEBB 给 定 一 个 开 区 间 Co B)， 我 们 确 知 存在 一 个 开 子 区 间 
(a, b) c(a, B). X (a, b)1nP-0. BT U 是 P 的 子 集 ， 显 然 有 
(a, DNU =Ø, AU U 也 是 无 处 稠密 的 ， 
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引 理 2 ”两 个 无 处 稠密 集 的 并 集 是 无 处 稠密 的 ， 
证 明 念 召 和 只 为 无 处 稠密 集 ， ATER RUP 也 是 无 处 稠密 集 ， 


我 们 从 一 个 开 子 区 间 Co, B) 开始 。 由 于 中 是 无 处 稠密 的 ， 所 以 存在 一 个 
TF E 8 (a, b) c (a, B). 3E (a, b)18R 20. 但 是 (a, 5) 本 身 为 开 区 间 ， 
W P JEAN. PLAXEXE— STEHT CIL (c, d) c (a, 5) c (a, B). 3s 
KE (c, d) . 29. FR, (c, d) & (o, B) 的 一 个 开 子 区 间 , KR P 
A PUE. Ki. (c d)((RUP)-O. KAPUR 是 无 处 稠密 的 。 m 

第 二 个 引 理 显示 ， 我 们 可 以 合并 两 个 无 处 稠密 集 ， 或 者 合并 任意 有 
限 个 无 处 稠密 集 ， 得 到 的 并 集 仍 然 是 无 处 稠密 集 。 用 汉 克 尔 的 话 来 说 ， 
纵然 把 一 百 万 个 这 样 的 集合 并 起 来 ， 结 果 还 是 散 列 的 集合 。 

但 是 ， 如 果 我 们 要 合并 无 限 个 无 处 稠密 集 ， 那 么 会 有 什么 结果 ? 这 
样 一 种 并 集 具有 什么 结构 ?此 外 ， 这 样 敌 对 数学 分 析 有 什么 用 处 ?这 些 
问题 正 是 贝尔 以 其 特有 的 天 才 致 力 于 解决 的 。 


贝尔 分 类 定理 
在 贝尔 的 学 位 论文 中 ， 他 写 下 一 个 带 有 如 下 性 质 的 集合 F: 


存在 可 数 无 限 多 集合 Pi, Pa, Py, Ps, TESI 每 个 集合 是 无 处 稠密 的 ， 
[的] 每 个 点 至 少 属于 集合 P,P, Po, PP,… 中 的 一 个 集合 。 我 要 
说 的 是 ， 具 有 这 种 性 质 的 集合 是 第 1 类 集合 . 


Eg. in F-BUPUBPU--UBRU-- ,其 中 每 个 天 是 无 处 稠密 的 ， 
那么 下 是 一 个 第 1 类 集合 。 

许多 后 来 的 数学 家 对 贝尔 的 批评 ， 不 在 于 他 的 思想 而 在 于 他 使 用 的 
术语 。 第 1 类 ”这 个 完全 非 描述 性 的 术语 既 单 调 又 乏味 ,在 人 们 脑海 中 
不 能 引起 任何 想象 。 当 这 些 批评 者 读 到 “任何 不 具备 这 种 性 质 的 [第 1 类 ] 
集合 称 为 第 2 类 集合 ”时 ， 必 定 更 加 失望 。 
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有 一 点 是 清楚 的 ， 可 数 集 是 第 I RREA. Ba, a, a, 4a;,…} 这 样 一 

个 集合 可 以 表示 成 一 系列 单 点 集 的 并 集 

(aU fa, U Ufa, JU-- 

其 中 每 个 单 点 集 是 无 处 稠密 的 。 这 尤其 表明 ， 代 数 数 的 【可 数 ) 集合 是 
第 1 类 集合 ， 如 同 它 的 (可 数 ) 子 集 有 理 数 集 一 样 。 但 是 有 理 数 集 构成 
一 个 稠密 集 。 所 以 , 尽管 无 处 稠密 集 的 有 限 并 集 必定 仍然 是 无 处 稠密 集 ， 
但 是 这 种 集合 的 可 数 并 集 可 以 增 大 到 足以 处 处 稠密 的 地 步 。 如 贝尔 指出 
的 那样 , 第 ! 类 集合 “显然 具有 不 同 于 单个 集合 号 HEIC I 如 果 我 们 
同意 无 处 稠密 集 是 “小 型 的 ”集合 这 种 说 法 ， 那 么 我 们 能 否 立 即 断定 ， 
可 以 把 第 1 类 集合 说 成 是 “大 型 的 ”集合 呢 ? 

在 了 解 贝尔 关于 这 个 问题 作出 过 什么 论断 之 前 ， 我 们 还 需要 几 个 引 

理 。 
引 理 3 第 1 类 集合 的 任何 子 集 本 身 也 是 第 1 类 集合 。 
证 明 今 F=PUPUPU:…UPU:… 是 第 1 类 集合 , 其 中 每 个 已 是 
无 处 稠密 的 ， 并 自 令 GC F 。 初等 集合 论证 明 ， 
G=GNF=(GNP)U(GNBPIUGNPUYLUGNP)UY.. 
其 中 每 个 GflP 是 P 的 子 集 ， 所 以 由 引 理 1 知道 它 是 无 处 稠密 的 。 这 样 
以 来 ， 由 于 G 是 可 数 个 无 处 稠密 集 的 并 集 ， 因 此 是 第 1 类 集合 . s 

我 们 注意 到 ， 引 理 3 暗示 ， 如 果 5 是 -个 第 2 类 集合 ， 并 且 S cT， 
那么 了 必定 也 是 一 个 第 2 类 集合 。 正 如 收缩 一 个 第 1 类 集合 产生 另外 一 
个 第 一 类 集合 一 样 ， 扩 展 一 个 第 2 类 集合 也 产生 另外 一 个 第 2 类 集合 。 

引 理 4 两 个 第 1 类 集合 的 并 集 是 第 1 类 集合 。 

证 明 FEHR I XRS. WAF=PURUR U…UPU.…， 
Jb 4S P AEGASIES. H-RURURU--URJU-. FEAR, 
是 无 处 稠密 的 。 我 们 把 这 些 无 处 稠密 集 摊 合 在 一 起 ， 将 已 和 五 的 并 集 表 
FR 
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FUH - (BUR)JU(GU R)U(GSUR)U--U(CR URU = 
根据 引 理 2, S^ S6 BRURJUEASUER. Kx. FUH 是 可 数 的 无 
处 稠密 集 的 并 集 ， 所 以 是 第 1 类 集合 。 E 

引 理 4 依据 这 样 一 个 事实 ， 两 个 可 数 集 的 并 集 是 可 数 的 ， 而 我 们 可 
以 把 这 个 结论 扩展 到 3 个 、4 个 或 者 任意 有 限 个 可 数 集 , 更 有 其 者 ,可 数 
个 可 数 集 的 可 数 并 集 是 可 数 的 ， 所 以 我 们 有 下 述 引 理 。 

引 理 5 WRF, P, F, n 己 ,，-… 是 可 数 个 第 1 类 集合 ， 那 么 它们 
EX FUREURU--URU-- x $1X*6. 

如 前 面 提 到 的 那样 ， 有 理 数 的 稠密 集 是 第 1 类 集合 ， 了 暗示 这 种 类 型 
的 集合 可 能 是 “大 型 的 "。 但 是 表面 现象 往往 是 “靠不住 的 "。 贝尔 在 1899 
年 证 明 , 在 一 种 基本 的 意义 下 ， 一 个 第 1 类 集合 必定 是 “小 型 的 "。 确 切 
地 说 ， 这 样 一 个 集合 不 足以 穷 举 一 个 开 区 间 中 的 全 部 点 。 如 今 ， 以 他 的 
名 字 会 命名 这 个 定理 。 

定理 (贝尔 分 类 定理 ) ”如果 下 =PUPUPU.…UPU:…， 其 中 每 
个 书 是 无 处 稠密 集 ， 并 且 ({w 有 B) 是 一 个 开 区 间 ， 那 么 (w D) 中 存在 不 属于 
FW. 

证 明 RA B) 开 始 ， 并 且 考 察 无 处 稠密 集 只 .根据 定义 ， 存 
El B) 的 一 个 开 子 区 间 ， 其 中 不 包含 呈 的 点 。 在 必要 时 通过 收缩 这 个 
子 区 间 ， 我 们 可 以 求 出 这 样 的 a <b, EHATE K a, blc (e, P): 
并 且 满 足 [a, 108 20 。( 我们 注意 到 ， 如 像 在 他 之 前 的 康 托 尔 和 沃 尔 
泰 拉 一 样 ， 贝 尔 也 不 强调 需要 闭 子 区 间 . ) 

但 是 (a, b) 本 身 是 开 区 间 , MEP ALARMER, 所 以 用 类 似 方 法 得 
到 am «b, ,满足 [a,, b] c (a, bjcla, b] c (o, PUR[a,, b] P, 20. 
继续 用 这 种 方法 ， 我 们 构造 出 一 个 递减 的 闭 区 间 序 列 

[a, h]2[2,, 5]2[e, h]2: 2[a,, ]2 
X, ATAA la, bh]NP =. 
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根据 实数 完备 性 性 质 的 区 间 套 形式 ， 这 些 区 间 至 少 存 在 一 个 公共 点 
c。 为 了 完成 定理 的 证 明 ， 我们 只 需 证 明 c 属 于 开 区 间 Co, 8) 但 不 属于 下 . 

首先 ， 由 于 c 是 在 所 有 闭 区 间 内 ，ce [a, bliala, B). Fr cR E 
位 于 Ga B) 内 。 

其 次 ， 对 于 每 个 上 [ 关 1， 我 们 知道 c 是 在 [al, hb] 内 并且 [a,, b] E 
P 没有 公共 点 。 点 c 不 属于 任何 一 个 灵 ， 也 就 不 会 属于 它们 的 并 集 F. 

于 是 我 们 找到 了 (a B) 中 不 包含 在 第 1 类 集合 下 中 的 一 点 。 简单 
地 说 ， 一 个 第 1 类 集合 不 能 穷 举 一 个 开 区 闻 内 的 全 部 点 。 m 


Je commence par démontrer la proposition suivante: Si P est un en- 
semble de première catégorie, i! existe, dans toute portion «f du segment 
sur lequel il est défini, au moins un point (et par suite une infinixé) n'appar- 
tenant pas à P. Eu effet, d'après les hypothèses, on peut déterminer dans 
aĝ un intervalle fini a, 8, ne contenant aucun point de P,; dans «,,, un 
intervalle «, 8, ne contenant aucun point de P,, etc....7 dans an-ı Bn un 
intervallo an £n ne contenant aucun point des n premiers ensembles P,, P,,... 
P,; il existe au moins un point M compris à l'intérieur de tous les segmenta 
an Ên; ce point M ne fait partie d'aucun ensemble P, et par suits ne fait 


pas partie de P. 


贝尔 分 类 定理 《1899) 


这 是 贝尔 分 类 定理 的 原始 证 明 。 他 的 典雅 论证 使 用 了 实数 的 完备 性 
性 质 ， 而 所 用 的 证 明 方式 使 我 们 联想 到 他 的 良师益友 沃 尔 泰 拉 的 结果 。 
贝尔 继续 写 道 ; 


从 这 个 定理 立即 推出 ， 任 何 区 间 是 第 2 类 集合 ， 因 为 我 们 刚才 
EAT, 不 能 借助 于 可 数 无 限 个 无 处 稠密 的 集合 获得 一 个 连续 
EHAA, M 


由 此 可 以 推断 全 体 实 数 的 集合 是 第 2 类 集合 ， 因 为 实数 集 内 包含 第 
2 类 集合 (0, 1)。 同 时 ， 这 意味 着 无 理 数 集 是 第 2 类 和 集合， 倘若 不 然 ， 有 
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理 数 集 和 无 理 数 集 都 是 第 1 类 集合 ， 那 么 由 引 理 3， 它 们 的 并 集 也 应 是 
第 1 类 集合 。 可 是 它们 的 并 集 为 全 体 实 数 ， 却 是 第 2 类 集合 。 
至 此 ， 贝 尔 对 第 1 类 集合 和 第 2 类 集合 作出 对 比 : 


人 们 看 出 两 类 集合 之 间 存 在 深刻 的 差别 . 这 种 差别 不 在 于 它们 的 
可 数 性 ， 也 不 在 于 它们 在 一 个 区 间 内 的 稠密 性 ， 因 为 一 个 第 1 类 
集合 可 能 具有 连续 统 的 基数 , 并 且 可 能 是 稠密 的 。 在 某 种 意义 下 ， 
这 种 差别 只 在 于 可 数 性 和 稠密 性 这 两 种 概念 的 结合 之 中 。 站 


按照 现在 所 谓 的 拓扑 观点 ， 贝 尔 分 类 定理 表明 ， 第 1 类 集合 从 一 定 
意义 上 说 是 不 重要 的 。 对 于 贝尔 单调 乏味 的 术语 持 反 对 态度 的 某 些 作者 ， 
使 用 “ 贫 集 ”作为 更 具 启 示 性 的 术语 代替 “第 1 类 ”集合 。 不 论 它们 的 
名 称 如 何 ， 贝 尔 的 分 类 必 将 对 数学 分 析 产 生 重大 影响 ， 我 们 在 下 …- 节 要 
用 例证 来 说 明 这 一 点 。 


ERR 


数学 进步 的 一 个 标志 是 能 够 根据 已 有 的 结论 推广 出 更 多 看 似 无 关 的 
新 结论 ， 而 且 推广 过 程 较 之 以 往 更 加 有 效 ， 也 更 加 简练 。 贝 尔 分 类 定理 
就 是 这 种 推广 之 一 ， 当 我 们 回顾 第 11 章 康 托 尔 的 不 可 数 性 结果 时 ， 这 是 
很 清楚 的 。 

下 面 我 们 重新 给 出 康 托 尔 定理 的 证 明 。 

康 托 尔 定理 ”如果 {x} 是 不 同 实数 的 序列 ， 那 么 任何 开 区 闻 (w B) 
含有 不 包括 在 D) 中 的 一 点 。 

证 明 车 把 (x.x,2,95.2x,) 8 XA 8086. HUE. 
因此 是 第 1 类 集合 。 由 于 贝尔 证 明了 一 个 第 1 类 集合 不 可 能 穷 举 一 个 开 
区 间 内 的 全 部 点 ，(w B) 必 定 包含 一 个 不 在 {x} 中 的 点 。 s 

这 样 证 明确 实 是 很 容易 的 。 
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此 外 , 还 可 以 举 出 其 他 例证 。 第 12 章 中 沃 尔 泰 拉 所 得 的 主要 结果 也 
是 贝尔 的 工作 的 推论 。 为 了 看 出 这 一 点 ， 我 们 需要 某 些 预 备 知识 ， 其 中 
包括 贝尔 分 类 定理 的 一 个 直接 推论 。 

推论 第 1 类 集合 的 补 集 是 稠密 的 。 

证 骨 (回忆 一 下 ， 实 数 的 某 个 集合 4 的 补 集 是 不 属于 4 的 实数 的 
集合 , 通常 用 4A 表示. AFERI 类 集合 , 并 且 考 虑 任意 开 区 间 (o, B). 
册 尔 证 明了 并 非 每 个 (o, B) 中 的 点 者 属于 下， PEL (LB) FE 名， 而 这 
就 是 证 明 屎 的 补 集 为 稠密 集 所 要 求 的 条 件 。 z 

下 面 我 们 希望 用 集合 类 型 的 术语 描述 点 态 不 连续 函数 的 特征 ， 这 正 
是 贝尔 最 初 研究 集合 类 型 时 所 追求 的 目标 。 在 下 文中 ， 我 们 采纳 贝尔 所 
用 的 点 态 不 连续 性 的 “包容 性 ”含义 ， 即 在 一 个 稠密 集 上 的 连续 性 。 但 
是 ， 我 们 的 讨论 不 同 于 他 的 原 有 讨论 ， 他 应 用 了 函数 的 振幅 ， 而 我 们 借 
助 二 序列 达到 间 样 目的 。 

从 一 个 函数 了 和 一 个 自然 数 上 开始 ， 我 们 定义 集合 


n=l 
(1) 


因此 , 对 于 一 个 实数 x, 如 果 我 们 能 够 让 {a,} 依次 以 这 样 一 种 方式 趋 近 x, 
使 得 f (a,) 和 f (x) 之 间 至 少 保持 1 人 的 间隔 ， 那 么 x 属于 只 。 作 为 一 个 
例子 ,我们 再 次 考虑 第 10 章 中 的 函数 


S()- qa É ý xz0 


存在 一 个 序列 {a,} x XT BIA 2 V8 | f(a) - £691 d 


并 且 断 言 0 属于 集合 已 。 为 了 证 实 这 个 结论 ， 我们 引进 序列 二 | 显然 


sz S(0)| = |cos(2zj) - 0| 
2nj 


秋 5 =0， 并 且 对 于 每 个 1 > 1 ， 我 们 有 
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=>, 根据 式 (1) 中 的 定义 ， 看 出 0e 尸 。 


至 此 , 我 们 做 好 了 证 明 以 D, 的 “小 型 性 ”表示 贝尔 的 点 态 不 连续 性 
特征 的 准备 。 

定理 (在 最 坏 情况 下 ) /是 点 态 不 连续 的 ， 当 且 仅 当 D/ 是 第 1 类 
集合 . 

自然 ， 定 理 草 含 两 个 有 待 证 明 的 命题 ， 即 定理 的 充分 条 件 和 必要 条 


件 。 我 们 从 较 复杂 的 必要 条 件 开始 。 
必要 条 件 ”如果 (在 最 坏 情况 下 ) /是 点 态 不 连续 的 ， 那 么 D, 是 第 


1 类 集合 . 
证 明 我 们 的 第 一 个 目标 是 要 证 明 ， 上 面 定义 的 每 个 已 是 无 处 和 密 
的 集合 .我 们 由 此 固定 一 个 自然 数 E>1 和 一 个 开 区 则 (cs, PB) .根据 点 态 
es a odie 这 意味 着 
lim f(x)= fe). Bra, ELI ， 存 在 这 样 一 个 6>0， 使 得 开 区 
间 (x — 6, x, * 0) € (a, B) F5 — FS. 并 且 
若 |x-%|<6， 则 10)- fele 2) 
RIME -8n +ANP 20. 为 了 证 明 这 一 点 ,假定 结果 相反 ， 
于 是 存在 属于 (x。-6,%%+ 人 NNN 的 某 个 点 z。 根 据 尺 的 性 质 ， 必 定 存在 
一 个 序列 fo } Oz ， 对 于 所 有 >1 有 | Fa )- fo 由 于 序列 (a } 收 
ST z€(x-5,x,* 6). BFEEE— TN. 使 得 ave (mm 76,x, 40). 
借助 于 三 角 不 等 式 ， 我 们 得 到 
de 


«[/(,)- fex) FG) f «7*7 
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其 中 最 后 一 步 由 式 (2) 以 及 |ov -|<5 和 |z 一 |<65 这 两 个 不 等 式 推出 . 
这 囊 不 等 式 使 我 们 陷入 < 二- 的 开拓 . 这 是 由 于 菜 种 差错 引起 的 . 

问题 出 在 (xm -6,x + 人 已 是 非 空 集合 的 假定 上 。 我 们 进而 断定 
(x, -0, x, * 0) € (a, B) && —" TF ESL, EFAA P 的 点 ， 按照 定义 ， 对 
于 每 个 k， 忆 是 无 处 稠密 的 ， 而 这 又 意味 着 PUPRUPU.…UP U.… 是 第 
1 类 集合 ， 

我 们 正 接近 完成 定理 的 证 明 , 余下 的 工作 , 仅 需 应 用 连续 性 概念 (或 
者 更 确切 地 说 ， 不 和 连续 性 概念 ) 确定 

D, c PUPUR UUP U-- (3) 

表达 式 (3) 成 立 ， 是 因为 如 果 xe DD, 是 了 的 任意 不 连续 点 ， 那 么 存 一 个 
E>0， 使 得 对 于 任何 5>0， 我 们 可 以 求 出 一 点 z， 只 要 0<|z-x|<5， 
就 有 |7(z)-~ foe .然后 我 们 选择 一 个 满足 << 的 自然 数 大 并 且 让 了 


RAKI +, T es RERE- Bia, a, ap, ap c 对 于 这 些 


2 
2 
点 ，0<|o 一 | <- , 82 f(a)) - Go|>e >- . 序列 fa)} KAF x 此 外 ， 


对 于 所 有 j2, RNA |a- 根据 式 (1) 中 的 定义 ， 不 连续 
的 点 x 属 于 无 处 稠密 集 及 ， 所 以 确实 有 D; CBUBUBU-URU--. 
RERED, EE XSe2UBUBRU-URU-- HFE, RES 
理 3 它 本 身 是 第 1 类 集合 , 就 完成 定理 这 一 半 的 证 明 。 因 此， 如果/ 是 点 
态 不 连续 的 ， 那 么 D 是 第 1 类 集合 . . 
充分 条 件 ”如果 忆 是 第 1 类 集合 ， 那 么 (在 最 杯 情 况 下 ) /是 点 态 


不 连续 的 ， 
证 明 这 是 由 贝尔 分 类 定理 的 推论 直接 得 到 的 结果 。 因 为 D, 是 第 1 
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类 集合 。 它 的 补 集 是 稠密 的 . 换 句 话说 ，D,* =C ={x|f 在 x 3) EI 
密 的 ， 这 恰好 是 f 在 最 坏 情 况 下 为 点 态 不 连续 函数 所 需 的 条 件 ， s 

因此 ， 点 态 不 连续 函数 是 这 样 一 些 函 数 ， 它 们 合并 后 的 不 连续 性 在 
作为 第 1 类 集合 的 意义 下 仍然 是 “小 型 的 "。 这 个 特征 把 汉 克 尔 在 30 岁 
时 提出 的 点 态 不 连续 的 概念 简化 成 关于 集合 D, 的 一 个 简单 条 件 。 这 个 条 
件 除 了 具有 自身 内 在 的 价值 外 , 还 使 贝尔 得 以 对 第 12 章 的 沃 尔 泰 拉 定 理 
给 出 一 个 典雅 的 证 明 。' 

下 面 我 们 重新 给 出 沃 尔 泰 拉 定 理 的 证 明 。 

沃 尔 泰 拉 定理 在 区 间 (a, 为 上 不 存在 这 样 两 个 点 态 不 连续 函数 ， 其 
中 一 个 函数 的 连续 性 点 是 另外 一 个 函数 的 不 连续 性 点 ， 反 之 亦 然 。 

证 明 为 论证 起 见 , 假定 /和 yp 是 两 个 点 态 不 连续 函数 . 前 面 的 定理 
RH, D 和 DD, 者 是 第 1 类 集合 , 而 由 引 理 4，D, UD, 也 是 第 1 类 集合 ， 
根据 贝尔 分 类 定理 ， 这 个 并 集 的 补 集 是 稠密 的 。 但 是 所 述 补 集中 的 点 既 
不 是 /的 不 连续 点 ， 也 不 是 9 的 不 连续 点 ， 就 是 说 ， 这 是 它们 共同 的 连续 
性 点 的 集合 ,由 此 导致 一 个 矛盾 ,因为 1 和 不 仅 有 一 个 共同 的 连续 性 点 ， 
而 且 有 一 个 这 种 点 的 稠密 集 . 

与 此 同时 ， 贝 尔 毫 不 费力 地 得 到 下 述 引 人 注 目的 推广 。 

定理 如 果 (在 最 坏 情况 下 ) fofo fes fec 是 定义 在 一 个 共同 
区 间 上 的 点 态 不 连续 函数 的 序列 ， 那 么 存在 一 点 〔 实 际 上 存在 一 个 稠密 
的 点 集 )， 使 得 所 有 这 些 函 数 在 这 个 点 同时 是 连续 的 。 

证 明 像 前 面 的 证 明 那 样 ， 我 们 考虑 函数 及 的 不 连续 性 点 的 集合 
Di 。 由 于 点 态 不 连续 性 ， 每 一 个 都 是 第 1 类 集合 ， 所 以 由 引 理 S, 
它们 的 并 集 Dr UD, UD, U--UD,, U… 是 第 1 类 集合 。 此 外 ， 这 个 并 
集 的 补 集 是 稠密 的 ， 而 这 个 补 集 为 Cr 站 Cy IC, 门 … 站 Cy D. MAR 
数 在 其 中 的 点 上 是 连续 的 。 m 
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这 个 定理 表明 ， 即 使 这 些 点 态 不 连续 函数 可 能 具有 无 限 多 个 不 连续 
性 点 ， 而 且 即 使 汇集 可 数 无 限 多 个 这 种 函数 ， 足 够 的 连续 性 仍然 保证 
它们 拥有 一 个 共同 的 稠密 点 集 ， 所 有 的 数 在 这 个 点 集 上 是 连续 的 。 这 
代表 集合 论 同 分 析 学 的 一 种 完美 结合 ， 在 勒 内 ， 贝 尔 机 警 的 目光 下 融 
为 一 体 。 

在 结束 本 节 前 , 我 们 提出 贝尔 从 他 的 重要 定理 得 出 的 最 后 一 个 结果 ， 
这 把 他 引 向 另外 一 个 影响 深远 的 创新 。 吕 

定理 ”点 态 不 连续 函数 序列 的 一 致 收 伊 极限 是 点 态 不 连续 的 。 

于 此 , 他 从 一 个 点 态 不 连续 函数 的 序列 fa fs 及，…, fo 开始 ,这 
个 序列 定义 在 一 个 共同 的 区 间 上 ， 并 且 假定 它们 一 致 收敛 于 一 个 函数 天 
如 我 们 见 过 的 那样 ， 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 描述 的 一 致 收敛 是 充分 强 的 收敛 ， 
足以 把 个 体 函 数 的 某 些 特 性 传递 给 它们 的 极限 函数 。 贝 尔 证 明了 “点 态 
不 连续 性 ”就 是 这 样 -种 特性 。 

我 们 给 出 他 的 证 明 的 大 意 ， 略 去 论证 过 程 的 细节 。 贝 尔 证 明了 ， 在 
一 致 收敛 条 件 下 ,个 体 函 数 /的 任何 共同 的 连续 性 点 必定 是 极限 函数 / 
的 一 个 连续 性 点 。 用 集合 论 的 记号 表示 这 个 结论 ， 他 证 明了 

C, 1C, NG iC, fl e C, 
正如 我 们 刚才 所 见 ， 贝 尔 确 知 这 个 可 数 的 交集 是 稠密 的 ， 所 以 C, 必定 也 
是 稠密 的 。 于是, 如 定理 的 断言 , 在 一 个 稠密 集 上 连续 的 一 致 收敛 极限 / 
是 点 态 不 连续 的 ，。 

点 态 不 连续 函数 的 一 致 收敛 极限 必定 是 点 态 不 连续 的 这 个 事实 ， 令 
贝尔 怀疑 ， 对 于 非 一 致 收敛 的 极限 甚至 也 可 能 存在 这 个 结论 。 他 的 这 些 
见解 导致 一 种 函数 分 类 新 方法 的 诞生 , 同 汉 克 尔 在 25 年 前 提出 的 分 类 法 
相 比 ， 这 种 方法 复杂 得 多 。 本 章 最 后 ， 我 们 就 来 讨论 这 些 思想 。 
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贝尔 同 汉 克 尔 一 样 ， 怀 着 把 函数 分 成 逻辑 上 有 意义 的 类 别 的 愿望 ， 
把 连续 函数 作为 他 分 类 的 起 点 。 在 因为 使 用 单调 乏味 的 术语 而 闻名 的 过 
程 中 ， 他 写 道 :“ 我 选择 连续 函数 构成 0 类 的 说 法 。” CO 
假定 我 们 有 连续 函数 (也 就 是 0 类 函数 ) H-EIN) ， 并 且 令 
f G9) = lim (是 它们 的 点 态 收敛 的 极限 。 如 我 们 所 见 ,/ 可 能 是 连续 的 ， 
也 可 能 是 不 连续 的 。 在 后 面 这 种 情形 下 ， 极 限 函 数 了 越 出 0 类 函数 的 范 
围 ， 所 以 贝尔 准备 采用 一 个 新 类 。 他 指出 :“ 那 些 成 为 连续 函数 序列 极限 
的 不 连续 函数 构成 1 类 。” 作 为 例子 ,我们 回忆 第 9 章 的 函数 
f.G)- Gin ， 每 个 这 样 的 函数 在 区 间 [0,0] 上 是 连续 的 ， 但 是 
f G9) = lim f(x) 在 x/2 是 不 连续 的 。 所 以 /属于 1 类 。 


贝尔 证 明了 更 有 意义 的 结果 : 属于 ! 类 的 函数 ， 在 最 坏 的 情况 下 是 
点 态 不 连续 的 。04 也 就 是 说 ， 当 我 们 取 连 续 函 数 序列 的 极限 时 ， 其 结果 
不 一 定 是 处 处 连续 的 ， 但 是 必定 至 少 在 一 个 稠密 集 上 是 连续 的 。 因 此 ， 
取 连 续 函数 序列 的 极限 不 能 消除 连续 性 的 全 部 痕迹 。 相 反 ， 这 样 的 极限 
保留 原 有 函数 序列 中 “相当 多 ”的 连续 性 。 对 于 那些 探索 分 析 学 中 某 种 
不 变性 的 人 而 言 ， 从 这 个 结论 中 可 以 得 到 一 些 安慰 。 

下 面 是 一 个 推论 。 

定理 ”如 果 函 数 /是 可 微 的 ， 那 么 它 的 导数 S 必定 在 一 个 稠密 集 上 
是 连续 的 . 

证 明 对 于 每 个 h21， 我 们 定义 一 个 函数 (= 人， 
/的 可 微 性 落 仿 着 连续 性 ， 所 以 每 个 所 也 是 连续 的 ， 但 是 lim f(x) = 


加 这 是 因为 当 大 一 ce 时，1/ 人 一 0 。 因 此 ， 


天 一 oo 


广 是 一 个 0 类 函数 序列 的 点 态 收 但 的 极限 ， 所 以 属于 0 类 函数 (在 这 种 
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情形 它 是 连续 的 ) 或 者 1 类 函数 ( 在 这 种 情形 它 是 点 态 不 连续 的 )。 无 论 
怎样 ， 导 数 广 必 定 在 一 个 稠密 集 上 是 连续 的 ， = 
我 们 曾经 见 过 ， 一 个 可 微 函 数 可 能 有 一 个 不 连续 的 导数 ， 但 是 现在 
我 们 能 够 回答 这 样 一 个 重要 问题 : “个 导数 实际 在 多 大 程度 上 可 能 是 不 
连续 的 ? 这 要 感谢 贝尔 ， 他 给 出 答案 是 : 不 是 非常 不 连续 ， 因 为 它 必 定 
在 一 个 稠密 集 上 是 连续 的 。 
同时 ， 贝 尔 继续 阑 明 他 的 分 类 方案 。 


现在 假定 有 一 个 属于 0 类 或 1 类 的 函数 的 序列 ， 并 且 有 一 个 不 
属于 这 两 个 类 的 极限 函数 。 我 将 认定 这 个 极限 函数 是 属于 2 类 
的 函数 ， 并 且 可 以 用 这 种 方式 获得 的 所 有 函数 的 集合 将 构成 2 
类 函数 。 US 
为 了 证 实在 2 类 函数 中 存在 某 些 结果 ， 我 们 定义 一 个 函数 
D(x) = lim |lim(cos kinx)” l 
HENE, XARRAB IER, MEAKAI h A 


l, x^ 有 理 数 
0, x 为 无 理 数 


我 们 应 该 花 点 时 间 来 证 实 这 个 断言 。 首 先 注意 ， 如 果 x= p/i 
个 取 最 简 形式 的 有 理 数 ,那么 对 于 任何 k>g ， Aki ts te Eis 
IER. Dj, FASTER" k, lim ost) = lim)” =1， 


a=] 


所 以 也 有 D()=lim| lim(cosk!m)” | =1。 另 一 方面 ， 如 果 x 是 无 理 数 
那么 kirx 不 会 是 x 的 菜 个 整数 倍 , 由 此 推出 |cosklzx| <1。 因此 对 于 每 个 
k, lim(cos & !x)" -0, BrEAD(x)- lim lim(cosk!ax)" | z lim 0 -0, BH 
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于 函数 D(x) 在 每 个 有 理 数 点 的 值 等 于 1, 而 在 每 个 无 理 数 点 的 值 等 于 0, 
所 以 实际 上 它 是 改头换面 的 狄 利克 雷 函 数 。 

这 一 点 之 所 以 引起 人 们 的 兴趣 是 由 于 D(x) 的 解析 性 质 。 当 在 19 t 
纪 之 初 3| 进 狄 利克 雷 函 数 时 ， 它 似乎 是 极端 病态 的 ， 以 致 被 置 于 分 析 学 
领域 之 外 。 然 而 ， 我 们 从 这 里 看 出 ， 它 的 性 态 并 不 比 某 些 具备 良好 特性 
的 余弦 函数 序列 的 双重 极限 函数 更 差 。 

除 此 之 外 ， 对 于 每 个 和 j， 函 数 (cos k Io) 是 连续 的 ， 所 以 狄 利克 
涯 函数 被 视 为 连续 函数 序列 的 点 态 极 限 序 列 的 点 态 极限 。 这 使 它 置身 于 
0 类 、1 类 或 2 类 函数 的 范围 。 但 是 我 们 知道 (x) 是 处 处 不 连续 的 ， 所 以 
既 不 属于 0 类 函数 (此 类 函数 要 求 连续 性 )， 也 不 属于 1 类 函数 (此 类 函 
数 要 求 在 一 个 稠密 集 上 的 连续 性 )。 于是, 狄 利克 雷 函 数 仅 可 能 属于 贝尔 
的 2 类 函数 。 

贝尔 作 好 了 继续 分 类 的 准备 。 如 果 一 个 函数 是 那些 属于 0 类 、1 类 
或 2 类 的 函数 序列 的 点 态 极限 函数 ， 但 是 不 属于 这 几 类 函数 中 的 任何 一 
类 ， 那 么 就 说 它 属于 3 类 函数 。 从 0 类 、1 类 、2 类 或 3 类 函数 序列 得 到 
的 点 态 极限 函数 而 又 越 出 这 几 个 类 别 的 函数 将 属于 4 类 函数 。 并 且 ， 把 
这 样 的 分 类 继续 进行 下 去 。 最 终 ， 我 们 得 到 -一 座 其 大 无 比 的 难以 想象 的 
函数 分 类 的 商 塔 ， 以 连续 函数 为 塔 基 ， 通 过 重复 的 极限 演变 出 一 晨 又 一 
层 形状 越 来 越 奇怪 的 塔 身 。 

不 言 而 喻 ， 贝 尔 的 分 类 向 我 们 提出 了 许多 问题 。 例 如 ， 怎 样 能 够 肯 
定 存在 属于 247 类 的 函数 ? 再 有 ， 是 否 存在 异常 奇特 以 至 全 然 不 属于 贝 
尔 分 类 之 列 的 函数 ? 这 正 是 贝尔 同时 代 的 数学 家 亨利" 勒 贝 格 所 解决 的 
问题 ， 他 经 过 证 明 ， 对 这 两 个 问题 给 出 了 响亮 的 回答 :“ 是 的 。” UU 

尽管 病弱 的 身体 使 勒 内 ， 贝 尔 的 学 术 生 涯 突然 告终 ， 但 是 他 在 数学 
上 创建 了 不 朽 的 业绩 。 他 引进 了 第 1 类 集合 与 第 2 类 集合 的 概念 ， 证 明 
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了 他 的 强 有 力 的 分 类 定理 。 此 外 ， 他 提供 了 函数 的 一 种 分 类 ， 这 种 分 类 
把 分 析 学 的 范围 扩展 到 了 遥远 的 地 域 。 

正如 数学 史学 专家 Thomas Hawkins 所 言 ， 贝 尔 的 惊人 发 现 表 明 ， 即 
使 到 20 世纪 之 初 ， 微 积分 仍然 会 产生 种 种 奇妙 的 新 问题 。' ”关于 这 一 
扩 ， 勒 贝 格 指出 贝尔 具有 “丰富 的 想象 力 和 坚定 的 批判 意识 "， 并 且 继 续 
SË: 


贝尔 向 我 们 表明 应 该 如 何 研究 这 些 重大 题材 ;需要 提出 哪些 问 
题 和 引进 什么 概念 。 他 教 给 我 们 正确 考察 函数 的 天 地 ， 区 分 那 
里 存在 的 纯粹 相似 性 和 真正 的 差异 性 。 人 们 在 吸收 页 尔 观 察 结 
果 的 过 程 中 将 变 成 一 位 高 深 的 观察 者 ， 学 会 分 析 普通 的 思想 ， 
并 且 从 中 引出 更 隐蔽 和 更 微妙 的 同时 也 是 更 有 用 的 概念 . 


最 后 ， 勤 贝 格 称 贝尔 为 “一 位 最 高 级 的 数学 家 “， 这 是 一 位 伟大 的 分 
析 学 家 对 另 一 位 伟大 的 分 析 学 家 的 崇高 迁 誉 。"" 

在 结束 这 一 章 时 , 让 我 们 重 温 本 章 开头 引用 过 的 贝尔 的 一 名 话 :“ 任 
何 同 函数 论 有 关 的 问题 都 将 导致 同 集合 论 有 关 的 某 些 问题 ，…… 。 正如 
我 们 所 见 ， 贝 尔 实践 了 这 句 艇 言 。 就 现代 分 析 学 而 论 ， 人 们 已 经 完全 接 
受 他 的 见解 ， 我 们 理应 深 表 对 贝尔 的 感激 之 情 。 
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ER] * 勒 贝 格 (1875—1941) 


随 着 20 世纪 的 到 来 , 数学 家 们 有 理由 为 自己 喝彩 。 微 积分 已 经 存在 
了 两 个 多 世纪 。 它 的 基础 已 经 不 容 置 疑 ， 许 多 基 而 未 决 的 问题 已 经 宣告 
解决 。 自 从 牛顿 和 莱 布 尼 蒋 初创 微 积分 以 来 ,分 析 学 走 过 了 漫长 的 路 程 。 

适 着 其 时 ， 享 利 。 勒 中 格 卷 和 人 到 这 门 学 科 中 来 。 他 在 1902 年 对 积分 
论 进 行 了 革命 ， 并 且 进 一 步 把 这 场 革命 推进 到 实 分 析 ， 那 时 他 还 是 巴黎 
大 学 的 一 名 才华 横 洲 的 博士 生 。 他 以 一 篇 博士 论文 实现 了 这 一 目标 ， 那 
篇 论文 被 描述 成 “以 往 所 有 数学 家 写 就 的 最 佳 论文 之 一 "。” 
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为 了 对 勒 贝 格 的 成 就 获得 一 些 感性 认识 ， 在 考察 勒 贝 格 富有 创造 性 
的 替代 积分 之 前 ， 我们 快速 复习 一 下 黎 曼 积 分 。 


回归 黎 曼 积分 


在 前 面 几 章 已 经 着 重 指出 黎 曼 积分 中 存在 的 某 些 “ 缺 陷 。 由 于 这 个 
原因 ， 数 学 家 们 曾经 期 待 是 正确 的 命题 ， 需 要 附加 某 些 假 设 方 能 成 为 真 
命题 。 例 如 ， 如 果 不 给 出 看 起 来 过 份 限制 的 假设 ， 微 积分 基本 定理 以 及 
极限 与 积分 的 交换 定理 都 不 复 成 立 。 

对 于 后 一 种 情况 ， 在 第 9 章 举 出 的 反例 中 包含 一 个 函数 序列 ， 函 数 
项 带 有 越 来 越 高 的 尖峰 值 。 在 那 种 情况 下 ， 人 们 可 能 认为 极限 与 积分 不 
能 交换 的 原因 在 于 函数 不 是 一 致 有 界 的 。 然 而 从 下 面 的 例子 明显 看 出 ， 
这 种 缺陷 隐藏 得 更 深 。 

我 们 从 区 间 [o, 1] 中 的 有 理 数 集 开 始 , 这 个 集合 用 Qi 表示 。 集 合 的 可 
数 性 使 我 们 能 够 把 它 列举 出 来 : Qi (s rs 3, 74,…}。 然 后 我 们 定义 函数 
序列 


L l X=, 
AOIS 其 他 
其 中 办 在 前 面 丰 个 有 理 数 点 都 取 值 1, 而 在 其 余 的 点 取 值 0, 每 个 这 样 的 
函数 是 有 界 函 数 , 满足 |&(x) 三 1, 同时 每 个 函数 在 除 有 限 个 点 以 外 等 于 
0， 所 以 是 可 积 的 ， 并 且 f Ado, 

但 是 ， 关 于 im 由 (9 会 有 什么 结果 ? 由 于 [0, 1] 中 的 任何 有 理 数位 于 
IRPRENI, H k ott g (x) 最终 将 取 值 1， 并 且 保持 这 个 值 。 
此 外 ， 如 果 x 为 无 理 数 ， 对 于 所 有 六 有 从 (x) = 0 SIUS 

| “fx 为 有 理 数 
ime o- lo AENM 


自然 ， 我 们 得 到 的 是 狄 利克 雷 场 数 ， 所 以 纵然 每 个 办 是 可 积 的 ， 它 们 的 
点 态 极限 是 不 可 积 的 。 不 言 而 喻 ， 狄 利克 雷 纯 数 的 不 可 积 性 表明 ， 


(1) 
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lim (4, G)dr e fim & Gox 。 这 意味 着 ， 在 第 9 章 的 例子 中 ， 积 分 与 
极限 的 交换 问题 不 能 用 函数 的 无 界 性 来 解释 。 
即使 对 这 些 问题 作 了 考虑 ， 仍 然 留 下 如 何 通过 不 连续 性 说 明 黎 曼 可 
积 性 的 特征 的 问题 。 按 照 前 面 一 章 所 用 的 函数 不 连续 性 点 集 的 记号 ， 数 
学 家 们 期 待 着 填写 下 列 句 节 ， 
一 个 有 界 函数 /在 区 问 [a,5] 上 是 可 积 的 ， 
当 且 仅 当 D/ 是 O O O OO 
任何 人 都 相信 ， 这 个 句子 中 的 空白 将 会 用 关于 函数 的 不 连续 性 点 集 DG 
某 种 “小 型 性 ”的 条 件 填 人 。 显 而 易 见 ， 这 个 缺少 的 条 件 不 会 是 “有 限 
的 ”或 “可 数 的 "， 也 不 会 是 “第 1 类 集合 "， 它 的 特性 是 不 确定 的 。 无 
论 是 谁 ， 如 果 赁 借 函 数 的 连续 性 与 歼 曼 可 积 性 之 间 的 联系 ， 完 成 上 述 名 
子 的 填充 ， 定 然 引起 巨大 夸 动 。 
正 是 勒 由 格 解决 了 所 有 这 些 问题 。 他 回归 到 长 度 和 面积 的 概念 ， 从 
全 新 的 角度 观察 它们 ， 并 由 此 提出 积分 的 一 种 替代 定义 。 我 们 的 故事 就 
从 我 们 现在 所 说 的 “ 勒 贝 格 测度 ”开始 。 


FWS 


在 1904 年 的 一 本 专著 《积分 与 原 函 数 的 研究 》 中 ， 勒 贝 格 这 样 描述 
他 的 最 初 目 标 :“ 我 希望 首先 对 集合 赋 子 数 的 属性 , 这 种 数 类 似 于 它们 的 
KR," ”这 本 专著 脱胎 于 它 的 学 位 论文 。 

他 从 非常 简单 的 情况 开始 。 在 四 个 区 间 [a, b], (a, b), [a, 5b) 和 (a, b) 
中 ， 任 何 一 个 区 间 的 长 度 均 为 bp-a。 如 果 一 个 集合 是 两 个 不 相交 集合 的 
并 集 ， 也 就 是 说 ， 如 果 Aa, b]U[c, 4] ， 其 中 b<c， 那 么 我 们 自然 令 4 
IHE REA (b-a) + (d-c)。 按 同样 的 方式 , 我 们 可 以 给 出 任何 有 限 个 不 
相交 区 间 的 并 集 的 长 度 。 

但 是 ， 勒 贝 格 已 经 注意 到 复杂 得 多 的 集合 。 例 如 ， 我 们 应 该 怎样 把 


(2) 
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曾经 证 明 ， 集 合 5 是 无 处 稠密 的 。 或 者 换 一 种 说 法 ， 我 们 如 何 度量 包含 
在 单位 区 间 [0, 1] 内 的 无 理 数 集合 的 “长 度 ”? 

在 勒 幢 格 之 前 的 数学 家 中 有 人 曾经 提出 过 这 些 问 题 。 阿 克 舍 尔 ， 哈 
纳 克 (1851 一 1888) 在 19 世纪 80 年 代 引 进 过 集合 的 一 种 度量 ， 我 们 现 
在 称 之 为 有 界 集 的 外 容量 。m! 当 给 定 这 样 的 一 个 集合 时 ， 他 先 把 它 置 于 
有 限 个 区 间 的 一 个 覆盖 内 ， 并 且 用 这 些 区 间 的 长 度 的 和 作为 集合 外 容量 


的 近似 值 。 对 于 上 述 集合 S. — Jue 3 


长 度 的 概念 扩充 到 像 = | 5, 人 这样 的 无 限 集合 上 ? 在 第 13 章 


(2, 195), "tnter mee e (19-5) -osios. 


我 们 可 以 通过 取 一 个 不 同 的 覆盖 来 改进 这 个 估 值 。 例 如 ， 假 定 我 们 

用 下 面 5 个 子 区 间 的 并 集 预 盖 S: 
SC(0, 0.2001)U (0.2499, 0.2501)U (0.3332, 0.3334)U 
(0.4999, 0.5001) U (0.9999, 1.0001) 

虽然 这 样 做 显得 有 些 奇 怪 , 不 过 我 们 的 策略 是 清楚 的 (参见 图 14-1), A 
左边 的 区 间 (0, 0.2001) WA SPER 1/4, 1/3, 12 和 1 以 外 的 所 有 点 ， 而 
这 4 个 点 都 用 各 自 的 小 区 间 包 围 。 对 于 这 个 覆 益 ， 其 区 间 的 长 度 之 和 为 
0.2001--0.0002--0.0002-- 0.0002+0.0002=0.2009, 比 前 面 第 一 个 覆盖 的 长 度 


值 0.9103 小 得 多 。 
0.200 H4 
— (ES CREE 
CUT d | 
图 14-1 


至 此 ， 哈 纳 殉 提出 了 一 个 大 胆 的 想法 ， 用 有 限 个 区 间 以 所 有 可 能 的 
方式 覆盖 一 个 有 界 集 合 E£， 再 求 每 个 种 盖 中 各 区 间 长 度 之 和 ， 并 把 外 容 
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F c( 回 定义 为 当 最 宽 区 间 的 长 度 趋 近 零 时 这 种 和 的 极限 . 

这 个 定义 有 许多 可 取 之 处 。 例 如 ，-- 个 有 界 区 间 的 外 容量 就 是 它 的 
A HE— 这 恰好 是 人 们 所 期 望 的 。 同 样 ， 单 点 集 {o} 的 外 容量 必定 为 零 ， 
因为 对 于 任何 自然 数 上 ， 我 们 可 以 用 一 个 长 度 为 一 的 区 间 
(a ari RE la), 当 不 断 增 大 时 ， 这 个 长 度 缩小 为 零 ， 所 以 
cA({a})=0。 这 也 是 如 入 们 所 期 望 的 。 

哈 纳 克 同样 能 求 出 像 S 那样 的 无 限 集 的 外 容量 。 他 用 的 是 上 面 第 一 
个 覆盖 中 所 显示 的 方法 。 对 于 任何 >0， 我 们 注意 区 闻 (0,7) 包含 5 


中 除 有 限 个 点 以 外 的 所 有 点 ， "pup ,了 和 1 表示 这 有 限 个 


点 。 然 后 把 这 N 个 点 置 于 一 个 长 朗 为 二 -的 小 区 间 内 。 例如 ， 可 以 把 ~ A 
T(7- Eg za. 这 些 区 间 共同 覆盖 5， 而 它们 的 长 度 之 和 为 


k 8N" z tN 
ErN| ete -dece 
4N] 2 4 4 

由 于 对 每 个 >0，5S 处 于 总 长 度 小 于 E 的 有 限 个 区 间 内 ， 所 以 我 们 断定 
ced(9)=0。 这 样 就 得 到 - -个 外 容量 为 零 的 无 限 的 无 处 稠密 集 。 

但 是 ， 哈 纳 克 要 面 对 一 种 不 同 的 情况 ， 那 就 是 区 间 [0, 1] 内 的 有 理 数 
的 集合 Qu: 一 个 无 限 的 稠密 集 。 他 认识 到 ， 由 有 限 个 区 间 构 成 的 Q 的 
任何 覆盖 必然 覆盖 整个 [0, 1] 区 间 。 因 此 cA(Q1)=1。 就 是 说 ， 单 位 区 间 闪 
的 所 有 有 理 数 的 外 容量 同 单位 区 间 本 身 的 外 容量 相等 。 

从 某 些 方面 看 ， 这 似乎 是 言 之 有 理 的 ， 但 从 其 他 方面 看 ， 这 是 有 问 
题 和 的 。 因 为 如 果 我 们 令 是 [0, 1 内 的 无 理 数 的 集合 , 用 完全 相同 的 推理 ， 
同样 证 明 cA(1)=1。 由 于 不 相交 的 集合 Qi; 和 也 的 并 集 是 整个 区 间 [0, 1], 


第 14 章 勒 贝 格 ; 235 


我 们 看 出 
c(Q UI) 7c, (0,1) 21, fi c (Q)*c, (4) 214122 

显而易见 ， 我 们 不 能 把 一 个 集合 分 开 成 不 相交 的 子 集 ， 而 它们 的 外 容量 
之 和 仍然 为 原来 集合 的 外 容量 。 这 样 的 非 可 加 性 是 哈 纳 克 的 容量 理论 不 
受 欢 迎 的 特性 。 

把 长 度 的 概念 扩展 到 非 区 间 集 合 的 这 种 前 景 ， 足 以 引导 其 他 人 修改 
外 容量 这 样 的 定义 , 以 便 消 除 伴随 的 问题 。 许多 数学 家 投身 这 个 讨论 中 ， 
但 是 历史 把 最 终 解决 这 个 问题 的 责任 赋予 勒 贝 格 。 如 果 一 个 集合 “能 够 
包含 在 有 限 个 或 可 数 无 限 个 区 间 内 ， 而 这 些 区 间 的 总 长 度 可 以 小 到 我 们 
希望 的 任意 小 的 地 步 "， 那 么 他 把 它 定义 为 零 测度 的 集合 。 因 此， 如果 
对 于 任意 >0 ， 我 们 能 够 使 集合 E 包含 在 区 间 (a,b), (a,,b,),…， 
(at 名 )… 内 ， 即 


E c (a,b )U(a,, b, )U---Uta, b, )U-- 
th Y (5, -a,) «e , 那么 刀 是 零 测度 的 集合 , 记 为 m(E) = 0 。 同 哈 纳 克 


不 一 样 ， 勒 贝 格 在 这 里 的 创新 在 于 允许 用 可 数 无 限 个 区 间 覆 盖 集合 ， 而 
这 样 做 同 哈 纳 克 的 他 法 有 天 壤 之 别 。 

从 这 个 定义 明显 看 出 ， 一 个 堆 测 度 集合 的 任何 子 集 必定 为 零 测度 集 
合 。 同 样 明显 ， 一 个 外 容量 为 零 的 集合 也 具有 和 零 测 度 。 因 此 ， 单 点 集合 
和 上 面 的 集合 5 都 是 零 测 度 的 集合 。 但 是 当 勒 贝 格 证 明 下 述 定理 后 ,证 
实 相反 的 结论 不 成 立 一 -而且 出 其 不 意 地 不 成 立 。 

定理 ”如 果 一 个 集合 =EUE,UE,U…UE,U… 是 可 数 个 零 测度 
DES A EUER A, Ul 

证 明 邻 e>0 是 已 知 的 。 根 据 假设 ， 我 们 可 以 把 El 包容 在 总 长 度 
小 于 的 区 间 的 可 数 集合 族 内 , 把 成 包容 在 总 长 度 小 于 二 的 区 问 的 可 数 
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集合 族 内 ,及 至 一 般 情况 下 ， i E, EE BEAT C 的 区 间 的 可 数 


集合 族 内 。 于 是 给 定 的 集合 已 是 所 有 这 些 区 间 的 并 集 的 一 个 子 集 ， 而 这 
个 并 集 本 身 作 为 可 数 集合 族 的 可 数 并 集 是 总 长 度 小 于 


feltekageecleb 的 可 数 集合 族 . 由 于 包容 在 总 长 度 小 于 任 


意 小 的 数 的 区 间 的 可 数 集合 族 内 ， 可 知 E 具 有 和 零 测 度 .。 E 

由 此 推出 ， 任 何 可 数 集 的 测度 为 零 ， 因 为 这 样 一 个 集合 可 以 表示 成 
它 的 单个 点 集 的 (可 数 ) HR. 特别 是 , 区 间 [0, 1] 内 的 有 理 数 的 集合 (前 
面 标记 为 OWAE) 具有 零 测度 。 由 于 mO), 而 cd 人 (20D=1, 这 说 明 
外 容 度 为 零 与 测度 为 零 在 根本 上 是 不 同 的 。 

为 数 不 多 的 数学 家 在 具有 有 零 测 度 的 稠密 集 的 现象 面前 可 能 退缩 。 毕 
竟 ， 笛 密集 是 普遍 存在 的 ， 它 会 出 现在 无 论 多 么 小 的 区 间 内 。 哈 纳 克 本 
人 在 20 年 之 前 就 开始 走 上 这 条 道路 , 但 是 他 把 零 测度 作为 可 笑 的 想法 拒 
绝 了 。 这 样 一 种 看 似 非常 反常 的 景象 使 他 相信 要 坚持 采用 有 限 区 间 的 
覆盖 。 

但 是 勒 风格 没有 善 罢 甘 休 ， 而 当 他 发 现 长 期 寻求 的 函数 的 可 积 性 同 
其 连续 性 点 之 间 的 关系 时 ,他 证 明 自 己 的 方法 是 极 有 价值 的 。 问题 在 于 ， 
“一 个 可 积 函 数 可 能 在 何等 程度 上 是 不 连续 的 ? ”下 面 的 定理 是 对 于 这 个 
问题 的 简单 回答 。 

定理 一 个 有 界 函 数 f 在 区 间 [a, 6b] 上 为 黎 曼 可 积 的 充分 必要 条 件 ， 
是 它 的 不 连续 点 的 集合 具有 零 测 度 。[ 

这 就 是 说 , 勒 贝 格 用 条 件 mCOD,) =0 填 充 了 句子 (2) 中 的 关键 空白 。 
在 许多 书籍 中 把 这 个 定理 称 为 “ 勒 风格 定理 ”", 说明 在 他 最 终 证 明 的 大 量 
定理 中 ， 这 个 定理 是 特别 重要 的 。 

毫 不 奇怪 ， 勒 贝 格 的 论证 的 核心 在 于 歼 曼 可 积 条 件 ， 这 个 条 件 可 以 
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改写 如 下 ; 函数 /在 区 间 [a, 切 上 是 黎 曼 可 积 的 ， 当 且 仅 当 对 于 任意 >0 
和 任意 o>0 ,我 们 可 以 把 [a, 妇 划分 成 有 限 数目 的 子 区 间 , 其 中 /的 振幅 
KF o 的 点 所 在 的 那些 子 区 间 (我 们 称 为 A 类 子 区 间 ) 的 总 长 度 小 于 e 。 

我 们 注意 到 ， 到 勒 贝 格 时 代 ， 函 数 在 一 点 的 “振幅 ”的 概念 比 获 曼 
时 代 有 了 更 确切 的 含义 。 不 过 就 我 们 的 目的 而 言 ， 依 旧 可 以 把 它 非 正式 
地 视 为 在 那个 点 的 邻 域内 函数 的 最 大 变 差 。 此 外 ， 已 经 知道 ，-- 个 函数 
在 点 w 是 连续 的 充分 必要 条 件 是 它 在 加 的 振幅 为 零 。 

勒 贝 格 引进 CCo ) 作 为 在 区 间 [a, b]rb ER /的 振幅 大 于 或 等 于 o 的 
那些 点 的 集合 ， 并 且 证 明 Gi(o ) 是 一 个 闭 有 界 集 。 由 于 Cr= {x|/ 在 x 的 
振幅 为 零 } ， 我 们 知道 

D, = {x| 7 在 x 的 振幅 大 于 零 ) 
-GOuafijua(iju-uslzju- (3) 
等 式 (3) 显然 是 成 立 的 。 另 一 方面 ,在 任何 不 连续 的 点 , 板 幅 必定 为 正 ， 
因此 对 于 某 个 自然 数 N， 其 值 超过 .这 意味 着 不 连续 的 点 属于 G, Gu) 
因此 属于 等 式 (3) 右 端 的 并 集 。 反 过 来 说 ， 这 个 并 集中 的 任何 点 必定 属 
于 某 个 G| 二 ] ， 因 此 有 -个 正 振幅 使 它 成 为 一 个 不 连续 的 点 。 


在 这 种 背景 下 ， 我 们 来 考察 勒 贝 格 的 证 明 。 
证 明 首先 假定 有 界 函 数 /在 区 间 [o, 如 上 是 黎 曼 可 积 的 。 对 于 任何 


自然 数 k 可 积 性 条 件 保证 振幅 大 于 一 的 点 的 集合 可 以 包容 在 有 限 个 


区 间 内 ， 这 些 区 间 的 总 长 度 小 到 我 们 希望 的 任意 小 。 因 此 这 个 集合 以 及 
它 的 子 集 O(I] 的 外 容量 为 罕 ， 所 以 o (7 picta. 根据 前 面 的 
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(3), RËS D/ 也 是 零 测度 的 集合 。 这 就 完成 必要 条 件 的 证 明 . 
为 了 证 明 充 分 条 件 , 假定 mD), 并 且 邻 e>0 和 o>0。 选择 一 个 
RR co 的 让 然 数 于 是 函数 /的 振幅 超过 0 的 上 的 集合 是 G2 ] 的 


一 个 子 集 ， 它 也 是 Dj 的 一 个 子 集 。 因此 ， Gi [二] 是 军 测 度 的 集合， 所 以 
能 够 包容 在 总 长 度 小 于 Ee 的 ( 开 ) 区 间 的 可 数 集合 族 内 。 由 于 a») 
闭 集 和 有 界 集 ， 勒 贝 格 可 以 应 用 著名 的 海 涅 - 波 雷 尔 定理 推断 ，G n 位 


于 这 些 开 区 闻 的 一 个 有 限 子 集合 族 内 外。 这 个 有 限 的 子 集合 族 的 总 长 度 
BROTE, HERE G (D). mnm oc eec 的 点 的 


集合 。 总 之 ， 可 积 性 条 件 是 满足 的 ， 所 以 /是 歼 曼 可 积 的 。 

此 后 ， 勒 贝 格 定义 函数 的 一 种 几乎 处 处 具有 的 性 质 ， 这 是 指 函 数 
只 在 零 测度 集 上 不 保持 的 性 质 。 用 这 个 术语 ， 我 们 把 勒 贝 格 定理 简洁 地 
重 述 如 下 : 一 个 有 界 函 数 了 在 区 间 [a, BJ 上 是 黎 曼 可 积 的 ， 当 且 仅 当 它 是 
几乎 处 处 连续 的 。 

”这 个 特征 非常 有 用 ， 例 如 ， 我 们 可 以 用 它 立刻 证 明 [0, 1] EER 
函数 尺 的 可 积 性 。 正 如 我 们 曾经 证 实 的 那样 , R 在 除 测度 为 零 的 有 理 数 
集 之 外 是 连续 的 。 这 意味 着 直 尺 函数 是 几乎 处 处 连续 的 , 所 以 是 黎 曼 可 
积 的 。 

在 数学 分 析 中 ， 勒 贝 格 定理 堪 称 一 个 经 典 。 从 所 发 生 的 事情 来 看 ， 
带 有 几 分 讽刺 意味 的 事实 是 ， 彻 底 了 解 黎 曼 积分 的 人 正 是 使 它 不 久 就 变 
得 陈旧 的 人 : 这 就 是 勒 贝 格 。 
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零 测度 概念 的 全 部 重要 性 在 于 仅 对 实 直线 上 的 某 些 集合 是 运用 的 。 
勒 贝 格 在 他 的 论文 中 继续 对 一 个 大 得 多 的 集合 族 定义 了 “测度 ”。 基 本 思 
想 是 从 他 的 同胞 埃 米尔 。 博 雷 尔 (1871—1956) PEAKI, it 
贝 格 对 它 所 做 的 改进 是 无 法 测度 的 (我们 敢 相 信 吗 ?)。 

这 个 方法 有 一 个 我 们 熟悉 的 环节 。 对 于 一 个 集合 Ec [a,5b] ， 勒 贝 格 
FË: 


我 们 可 以 把 它 的 点 包容 在 有 限 的 或 者 可 数 无 限 的 区 间 内 ， 这 些 
区 间 的 点 集 的 测度 是 …… 它 们 的 长 度 的 之 和 ， 这 个 和 是 五 的 测 
度 的 一 个 上 界 。 所 有 这 种 和 的 集合 有 一 个 下 极限 mE), SLE E 
的 外 测度 


用 符号 表示 ， 这 相当 于 
m,(E) T zi» -a,) E c (a bU. bU BU-- 


其 中 我 们 用 到 了 所 述 集 合 的 下 确 界 或 最 大 下 界 。 此 外 ， 外 测度 同 外 容量 
之 间 的 差别 ， 在 于 勒 贝 格 除了 考虑 有 限 的 覆盖 之 外 还 考虑 到 可 数 无 限 的 
覆盖 。 他 立刻 注意 到 m.(E)<c,(E) ， 因 为 取 更 多 的 覆盖 仅 有 可 能 降低 它 
们 的 最 大 下 界 。 

接着 他 考查 了 EE 在 [a, 9] 内 的 补 集 ,我 们 把 它 表示 成 E — (x | xe [a,b], 
但 是 xz E. MEREN, WRH E 的 外 测度 ， 然 后 把 EE 的 内 测度 定义 
A m (E) = (b-a)-m(E*), 

一 种 现代 处 理 方 法 不 用 EE 的 补 集 的 外 测度 去 确定 它 的 内 测度 ， 而 改 
用 有 限 个 或 者 可 数 无 限 个 区 间 的 并 集 从 内 部 “填充 ”集合 E， 然 后 取 它 
们 的 长 度 之 和 的 最 小 上 界 或 者 上 确 界 。 就 是 说 
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n(E)-sup[ 3: -a) (a, h) Ula h)Uto, bU E| 


对 于 有 界 集 而 言 ， 这 两 种 方法 是 等 价 的 ， 但 是 第 二 种 方法 同样 也 适用 于 
E 为 无 界 集 的 情形 。 

这 时 勒 贝 格 证 明了 “内 测度 不 会 大 于 外 测度 ”， 就 是 说 ， 
m(E) 夺 m,(E) ， 并 且 接 着 提出 关键 性 定义 :“ 内 测度 和 外 测度 相等 的 集 
合 称 为 可 测 的 ， 而 它们 的 测度 为 m,(E) Am, (E) 的 共同 值 。。 UO 

可 测 集 是 一 个 千 真 万 确 的 庞大 家 族 ， 它 包括 任何 区 间 , 任何 开 集 和 闭 
集 ， 任 何 零 测 度 集 ， 以 及 有 理 数 集 和 无 理 数 集 。 事 实 上 有 过 一 段 时 间 ， 数 
学 家 们 未 能 找到 一 个 不 是 可 测 的 集合 ， 即 一 个 m(E)<m,(E) 的 集合 。 这 
样 一 些 集合 最 终 是 通过 选择 公理 构造 出 来 的 ,而 其 结果 是 极端 复杂 的 。" 

勒 贝 格 仔 细 研 究 了 从 他 的 定义 得 出 的 结果 ， 其 中 最 基本 的 三 个 结果 
如 下 。 


(1) wR ERTH, MA m(E)20. 

(2) 一 个 区 间 的 测度 是 它 的 长 度 . 

(3) 如 果 E, Ej, 3,…, El, 是 有 限 的 或 者 可 数 无 限 的 两 两 不 
相交 的 可 测 集 , 并 且 如 果 巨 = 巨 UE,UEU-…UE,U… 是 它们 的 
并 集 ， 那 么 巨 是 可 测 的 ， 同 时 m(E)=m(EB)+m(E,)+m(E,)+:… 
+m(E,) +. 


第 三 个 结果 是 外 容量 所 不 具备 的 可 加 性 性 质 。 我 们 用 它 可 以 轻 而 易 
举 地 求 出 区 间 [0, 1] 内 无 理 数 的 集合 的 测度 , 这 个 集合 就 是 上 面 所 说 的 了 。 
我 们 注意 到 ，[0,1]=Q, UI ， 基 中 右 端 的 两 个 集合 是 不 相交 的 和 可 测 的 。 
Wb, 1=m{0, 1D =m, U1) » m(Q) * m(1,) 2 05 m(4) , MLA mhl. 
就 测度 而 言 ， 无 理 数 在 [0, 1] 中 处 于 支配 地 位 ， 而 有 理 数 是 无 足 轻重 的 。 
勒 贝 格 测度 尤其 在 “小 型 ”集合 〈 零 测度 ) 和 “大 型 ”集合 〈 正 而 
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HE) 之 间 提 供 一 种 新 的 一 分 为 二 的 方法 。 本 书 把 这 种 方法 同 用 基数 的 一 
分 为 二 的 方法 (可 数 集 与 不 可 数 集 ) 和 拓扑 的 一 分 为 二 的 方法 (第 1 类 
集合 与 第 2 类 集合 ) 相提并论 ， 在 所 有 这 三 种 分 法 中 ， 有 理 数 的 集合 都 
被 看 作 小 型 集合 ,因为 它们 是 零 测度 的 和 可 数 的 , 是 属于 第 1 类 的 集合 ， 
而 无 理 数 的 集合 是 大 型 集合 ， 它 们 是 正 测度 的 和 不 可 数 的 ， 是 属于 第 2 
类 的 集合 。 

继续 采用 这 种 观点 ， 我 们 看 出 在 所 有 这 三 种 一 分 二 的 方法 中 ， "小 
型 ”集合 的 子 集 和 可 数 并 集 仍 旧 是 “小 型 ”集合 ， 并 且 我 们 证 明了 一 个 
可 数 集 既是 第 1 类 的 集合 ， 又 是 零 测 度 的 集合 。 但 是 ， 其 他 “大 型 ”和 
“小 型 ”集合 之 间 的 联系 不 复 存 在 。 有 可 能 找到 第 1 类 集合 ， 它 们 是 非 可 
数 的 和 正 测度 的 集合 ， 同 时 找到 零 测 度 集合 ， 它 们 是 非 可 数 的 和 属于 第 
2 类 的 集合 。!" 很 明显 ， 这 些 概 念 已 经 使 数学 家 们 陷入 某 种 困境 。 

在 勒 贝 格 的 博士 论文 中 ， 他 不 满足 于 仅 考虑 可 测 集 。 他 定义 了 如 下 
的 可 测 函 数 : 一 个 有 界 的 或 非 有 界 的 函数 f. 如 果 对 于 任何 w< 6 ,集合 
fxla< f(x) < P ETW, 我们 就 说 它 是 可 测 函 数 。" P 14-2 给 出 这 
个 定义 的 几何 意义 。 对 于 沿 ? 轴 的 w< ,我 们 把 定义 域内 函数 值 介 于 w 
和 之 间 的 所 有 x 点 汇集 起 来 , 如 果 这 个 集合 对 于 和 / 移 所 有 选择 都 是 可 
测 和 的 ， 就 说 f 是 可 测 函 数 。 | 

利用 可 测 集 的 性 质 ， 勒 贝 格 证 明了 f 是 可 测 函 数 ， 当 且 仅 当 对 于 任 
fato, 集合 {x| a< xz 是 可 测 的 。 从 这 个 结果 很 容易 推出 狄 利克 雷 函 数 
是 可 测 的 ， 因 为 对 于 集合 {x|w< d(x)} 仅 有 三 种 可 能 性 : 如 果 aal, "E 
EZR, 如果 0< xsl ， 它 是 有 理 数 集 ， 如果 as<0 ， 它 是 全 部 实数 的 集 
合 。 在 每 种 情形 下 ， 这 些 集合 都 是 可 测 集 ， 所 以 d(z) 是 一 个 可 测 国 数 。 

我 们 已 经 见 过 ， 狄 利克 雷 函 数 既 不 是 点 态 不 连续 的 ， 也 不 是 黎 曼 可 
积 的 。 由 于 它 的 原始 特性 ， 被 排除 在 这 两 个 函数 族 之 外 。 但 是 它 是 可 测 
的 。 人 们 开始 意识 到 , 通过 引进 可 测 函 数 ， 勒 贝 格 已 经 撤 下 了 他 的 天 网 。 
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y 


-----~----14---=> 
ee 


{xi a « f(x)« f} 
14-2 


他 沿 着 他 的 推理 路 线 继续 前 进 ， 证 明 对 于 一 个 可 测 函 数 了 而 言 ， 集 
合 

ty7CO=a，tzlxsy7oo0< 呆 ， 

[xia < fS By fix |as f(x Bj (4) 
都 是 可 测 集 。 他 还 证 明 ， 两 个 可 测 函 数 的 和 与 积 是 可 测 函 数 ， 这 意味 着 
我 们 不 能 凭借 加 法 和 乘法 跳出 可 测 函 数 的 范围 。“ 但 是 ,” 勒 贝 格 写 道 ， 
“还 有 下 面 的 结果 。 

定理 ”如果 { 帮 是 一 个 可 测 函 数 的 序列 ， 而 且 JCo = lim f, G) €'€ 
的 点 态 极限 ， 那 么 /也 是 可 测 函 数 . 1 
这 是 值得 注意 和 的， 因为 这 个 定理 表明 ， 我 们 甚至 也 不 能 通过 取 点 态 
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极限 逾越 可 测 函 数 的 范围 。 从 前 面 式 (1) 中 我 们 曾经 见 过 ， 这 对 于 有 界 
的 黎 曼 可 积 函 数 是 不 真实 的 ， 而 且 我 们 在 前 面 儿 章 指出 过 ， 这 对 于 连续 
函数 或 者 那些 属于 贝尔 的 第 1 类 函数 同样 是 不 可 能 的 。 在 那些 情况 下 ， 
函数 族 的 限制 过 于 严格 以 至 不 包含 它们 的 所 有 点 态 极限 。 对 比 之 下 ， 可 
测 函 数 是 明显 包含 点 态 极 限 在 内 的 。 

勒 贝 格 很 快 指出 这 几 个 定理 的 一 个 令 人 着 迷 的 推论 。 我 们 可 以 毫 不 
费力 地 看 出 ， 常 值 函 数 是 可 测 的 ， 恒 等 函数 f(x) =x 同样 是 可 测 的 。 再 
通过 函数 的 相 加 和 相 乘 ， 可 知 任何 多 项 式 函 数 是 可 测 的 。 魏 尔 斯 特 拉 斯 
逼近 定理 《 见 第 ? 章 ) 保证 ， 区 间 [a, 8] 上 的 任何 连续 函数 是 一 个 多 项 式 
序列 的 一 致 收敛 极限 ， 所 以 根据 上 述 定 理 ， 任 何 连续 函数 是 可 测 的 。 由 
于 同样 理由 ， 连 续 函 数 的 点 态 极 限 是 可 测 的 ， 然 而 这 些 函 数 只 不 过 是 贝 
尔 的 第 1 类 函数 。 这 表明 可 微 函 数 的 导数 是 可 测 的 。 同 时 ， 贝 尔 的 第 2 
类 函数 ， 像 狄 利克 和 雷 函 数 ， 也 是 可 测 的 ， 因 为 这 些 函 数 是 贝尔 的 第 1 类 
函数 的 序列 的 点 态 极限 。 同 样 的 推理 揭示 ， 每 一 个 贝尔 类 中 的 任何 函数 
都 是 可 测 的 。 

完全 可 以 说 , 在 1900 年 以 前 考察 过 的 任何 函数 都 属于 勒 贝 格 可 测 函 
数 族 。 这 是 一 个 于 真 万 确 的 庞大 家 族 。 

然而 ， 从 茶 种 意义 上 说 ， 所 有 这 一 切 只 是 一 个 序幕 ， 勒 贝 格 正 准备 
利用 可 测 集 和 可 测 函 数 的 思想 作出 他 的 最 大 贡献 。 


勒 贝 格 积分 


有 和 寞 函数 f 的 黎 曼 积 分 从 把 定义 域 剖 分 为 细小 的 子 区 间 的 一 个 划分 
开始 ， 在 这 些 子 区 间 上 构建 第 形 ， 它 们 的 高 由 函数 值 确定 ， 最 后 令 最 大 
子 区 间 的 宽度 收缩 为 零 。 相 反 ， 赫 代 的 勒 贝 格 积分 乃 是 基于 一 种 简单 而 
又 富有 想象 力 的 思想 : 采用 函数 值 域 的 划分 代替 定义 域 的 划分 。 

我 们 用 图 解 来 说 明 , 考虑 图 14-3 中 的 有 界 可 测 函 数 。 勒 贝 格 令 !< 工 
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为 了 在 区 间 [o b] 上 的 下 确 界 和 上 确 界 ， 即 函数 的 最 大 下 界 和 最 小 上 界 ， 
所 以 区 间 [, LJ 包含 函数 的 值 域 。 于 是 ， 对 于 任意 &>0， 勒 贝 格 设想 区 何 
KA 了 ] 的 一 个 由 点 
l= <4 <l << =L 
构成 的 划分 ， 其 中 相 邻 分 点 之 间 的 最 大 间隔 小 于 。 
y 
y -f(x) 


1 
1 r — — -— 


— PM — n t——á— p 
- — ooo m c mo mo mo o 


ctc M 


E, [xi £y € f(x)« tket} 


图 14-3 


Hin y ENIE — AR, SRL WRN”. RREME, 
我 们 将 用 面积 已 知 的 一 些 区 域 至 近 曲 线 下 方 的 区 域 ， 不 过 我 们 可 以 不 再 
要 求 这 些 区 域 一 定 为 算 形 。 相 反 ， 我 们 考虑 沿 y 轴 的 子 区 间 [i,4,)， 并 
HERH E, = 人 xi 了 (xX) < ELHA, DTE E, ,这 个 子 集 就 是 图 
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14-3 中 在 x 轴 上 标示 出 的 部 分 。 这里， 是 三 个 子 区 间 的 并 集 ， 但 是 它 
的 结构 可 能 非常 复杂 ， 这 同 求 积分 的 函数 有 关 。 

在 黎 曼 方法 的 相似 步 又 中 ， 我 们 是 构造 一 个 矩形 ， 它 的 高 是 函数 值 
的 近似 值 ， 宽 是 相应 子 区 间 的 长 度 ， 而 其 面积 为 这 两 个 值 的 乘积 。 对 于 
勒 贝 格 积分 ， 我 们 用 上 作为 函数 在 集合 E 上 的 近似 值 ， 但 是 如 果 E, K 
是 区 间 的 情形 ， 如 何 去 确 定 它 的 长 度 呢 ? 

ERAR, 答案 是 用 集合 E, 的 测度 扮演 这 种 长 度 的 角色 。 我 们 用 高 
乘 “ 长 度 ”得 到 的 1 mE) 作为 黎 曼 和 中 罕 小 矩形 之 一 的 相应 面积 。 在 
函数 值 域 的 所 有 子 区 间 上 对 这 些 面积 求 和 ， 我 们 得 到 一 个 勒 贝 格 和 
27 mE) ,在 这 个 级 数 中 我 们 令 最 后 一 项 为 ={x| /() = 人] 。 最 后 ， 


勒 贝 格 令 一 0 ， 致 使 4 ~ 上 的 最 大 值 也 趋 近 零 。 如 果 这 过 极限 过 程 产 
生 一 个 唯 -的 值 ， 我 们 就 说 7 在 [c, 5] 上 是 勒 贝 格 可 积 的 ， 并 且 定 义 


[res im 1 m(£, ] 


在 继续 进行 讨论 之 前 ， 我 们 必须 说 明 两 个 问题 。 第 一， 很 明显 ， 集 合 
E,, E, E, E, p E, EE Hla, 如 划分 成 若干 子 集 , 不 过 不 一 定 是 子 区 间 。 
第 一 ， 我 们 假定 SETH, RER (4)， 这 个 假定 蕴含 每 个 
E, - [x1 € f() «L4 AX E, ={x|f(x)=} 是 可 测 集 ,所 以 我 们 完全 
可 以 讨论 关于 m(5,) 的 问题 。 至 此 ， 一 切 都 井然 有 序 。 

勒 贝 格 在 为 一 般 读者 编写 的 一 本 书 中 ， 用 一 个 比喻 来 对 比 黎 曼 的 方 
法 与 他 自己 的 方法 。" 他 想象 一 位 零售 商 ， 在 一 天 终结 时 想 要 汇总 营业 
收入 。 对 于 这 位 店主 来 说 ， 一 种 选择 是 “按照 随机 顺序 计算 到 手 的 现金 
和 账单 ”"。 勒 贝 格 把 这 样 一 位 零售 商 称 为 “缺乏 系统 观点 的 ”人 ， 他 依次 
累加 收集 起 来 的 款项 ，1 美元 ，10 美 分 ，25 美 分 ， 另 1 美元 ，10 美 分 ， 
如 此 等 等 。 这 种 方法 犹如 当 他 们 从 左 至 右 越 过 区 间 [a, 尺 时 提取 遇 到 的 函 
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数值 。 对 于 黎 曼 积分 ， 这 个 过 程 是 由 定义 域 中 的 值 “ 驱 动 ”的 ， 而 值 域 
中 的 值 被 搁置 一 旁 。 

勒 贝 格 接着 指出 ， 如 果 不 这 样 做 ， 店 主 在 结账 时 不 考虑 收 到 每 笔 款 
项 的 顺序 ， 而 代 之 以 按 款项 的 面值 分 组 ， 难 道 不 是 更 为 可 取 吗 ? 例如 ， 
可 能 共计 收 到 10 美 分 12 €, 25 X23 30 笔 ,1 美元 50 笔 ， 等 等 。 这 样 ， 
计算 一 天 的 收入 将 变 得 很 简单 ， 用 每 种 币值 的 数量 (对 应 于 EE 的 测度 ) 
乘 以 币值 (对 应 于 函数 值 i: ) ,然后 对 结果 求 和 。 这 种 情况 下 ， 正 如 勒 由 
格 积 分 的 情形 ， 其 过 程 是 由 值 域 中 的 函数 值 张 动 的 ， 而 划分 定义 域 的 EE 
BRE. 

勒 贝 格 承认 ， 对 于 商业 经 营 中 涉及 的 有 限 的 量 ， 这 两 种 方法 产生 同 
样 的 结果 。“ 但 是 对 于 我 们 必须 求 数目 无 限 的 角 微 小 的 量 之 和 而 言 ,” 他 
写 道 ， 这 两 种 方法 之 间 存 在 着 巨大 差别 。 为 了 强调 这 种 差别 ,他 指出 : 


我 们 的 积分 的 构造 定义 ， 同 黎 受 积分 的 定义 十 分 相似 。 不 过 ， 
蔡 受 是 把 变量 x 改变 的 区 间 剖 分 成 徽 小 的 子 区 间 ， 而 我 们 则 是 
剖 分 函数 f(x) 改变 的 区 间 。!9 


为 了 说 明 自 己 并 非 漫 无 上 且 标 地 追求 定 人 六， 勒 贝 格 证 明了 关于 他 的 新 
积分 的 若干 定 理 。 我 们 将 考察 其 中 几 个 定理 ,但 是 不 予 证 明 。 

定理 1 如 果 f(x) 是 区 间 [a, 如 上 的 有 界 黎 曼 可 积 函 数 ， 那 么 f 是 勒 
贝 格 可 积 的 ， 并 且 | 7(z)dx 在 两 种 情况 下 具有 相同 的 积分 值 

这 个 结果 是 令 人 欣慰 的 ， 因 为 它 说 明 勒 贝 格 积分 保存 了 黎 受 积分 的 
精华 。 

定理 2 如果 f(x) 是 区 间 [a, 5]J 上 的 有 界 可 测 函 数 ， 那 么 它 的 勒 贝 格 

积分 存在 . 

我 们 从 这 个 定理 看 出 勒 贝 格 思想 的 巨大 力量 ， 因 为 可 测 函 数 族 包含 
的 函数 远 远 多 于 黎 曼 可 积 函 数 ( 即 所 有 那些 几乎 处 处 连续 的 函数 ) 族 。 
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简 而 言 之 ， 勒 贝 格 可 积 的 函数 多 于 黎 曼 可 积 的 函数 。 定 理 1 和 定理 2 表 
明 ， 勒 贝 格 名 副 其 实地 扩充 了 过 去 的 理论 。 

例如 ， 我 们 已 经 知道 狄 利克 雷 函数 dtx) 在 区 间 [0, 1] 上 是 有 界 的 和 可 
测 的 。 因 此 ， 尽 管事 实 上 积分 f d0) dx 在 黎 曼 的 理论 下 是 没有 意义 的 ， 


然而 作为 勒 贝 格 积分 却 是 存在 的 。 
更 为 可 取 之 处 在 于 ， 这 个 积分 值 是 很 容易 计算 的 。 我 们 从 值 域 的 任 
意 划 分 0= «1 <h <…<1=1 着 手 。 根 据 狄 利克 雷 函数 的 性 质 ， 
E, - (x|0&d(x) < 1) = LAKEO, ARTERA 
E, z[x| | Sd(x) <ha} 2 O, k=l, 2, …,m-1 
E, ={x| d(x) 21] » 为 区 | 把 0,1] 内 的 有 理 数 集合 
对 于 这 个 随意 的 划分 ， 勒 贝 格 和 为 
mE) S0 m(E,) el mE), m, ) 1m) 
-0-m(I,) 1, m(g)* 1, ,-m(2)41«m(Q,) 
z0.1-4-0-- 1, 0+1.0=0 
正 是 由 于 对 于 任意 划分 这 个 勒 贝 格 和 为 零 ， 所 以 ， 所 有 这 样 的 极限 也 为 
*. 也 就 是 说 ，| d(x)dx=0， 
狄 利克 雷 函 数 是 处 处 不 连续 的 这 一 事实 ， 使 它 成 为 歼 曼 不 可 积 的 ， 
但 症 这 样 普 志 的 不 连续 性 对 于 勒 贝 格 积分 是 无 关 紧 要 的 。 这 种 结果 无 可 
争辩 地 说 明 数 学 上 取得 的 巨大 进展 。 
定理 3 如 果 f 和 g 是 区 间 [a,b] 上 的 有 界 可 测 函 数 , 并 且 几 乎 处 处 有 
JoD=g(09 ， 那 么 | fd f gad. 
这 个 定理 说 明 ， 改 变 一 个 可 测 函 数 在 一 个 测度 为 零 的 集合 上 的 值 ， 
对 于 它 的 勒 贝 格 积分 的 值 没 有 影响 。 对 于 黎 曼 积 分 ， 如 果 改 变 函 数 在 有 
限 个 点 上 的 值 ， 不 会 改变 积分 值 ， 但 是 一 旦 胡乱 修改 无 穷 多 点 上 的 函数 
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值 ， 结 果 就 无 法 预料 了 。 相 形 之 下 ， 勒 贝 格 积分 具备 足够 的 抗 变 能 力 ， 
我 们 可 以 在 一 个 测度 为 零 的 无 穷 集合 上 改变 函数 值 而 不 影响 它 的 可 积 性 
和 积分 值 。 | 

为 了 考查 这 个 定理 的 作用 ， 我 们 重 温 区 间 [0, 1] 上 的 犹 利克 雷 函 数 
d(x) 和 直 尺 函 数 R(x) ， 并 且 通过 引进 在 [0, 1] 上 所 有 点 都 等 于 0 的 函数 
gO), BR -个 三 位 一 体 的 卫 数 。 这 三 个 函数 dR,g 自然 不 是 全 等 的 ， 因 
为 它们 在 单位 区 间 的 有 理 数 点 上 具有 不 同 的 值 。 但 是 从 测度 理论 的 观点 看 ， 
这 样 的 差别 是 微不足道 的 ,因为 mfxid(x)# g(x)}=m{x| RE) + 9] 
=m(Q,) =0。 换 句 话说 ， 狄 利克 志 函 数 和 直 尺 函数 几乎 处 处 等 于 零 。 由 
定理 3 推出 | dr= ROOdx = g(x)dr= ,0. dr=0， 这 正 是 我 们 


过 去 见 过 的 结果 。 

在 勒 贝 格 的 论文 中 还 有 另外 一 个 重要 定理 ， 那 就 是 我 们 现在 所 说 的 
有 界 收敛 定理 。"" 他 在 非常 弱 的 条 件 下 ， 证 明了 这 个 允许 进行 极限 与 积 
分 的 交换 的 定理 。 这 是 超越 歼 曼 理论 的 一 项 重大 进展 。 

定理 4 ( 勒 贝 格 有 界 收敛 定理 ) ”如 果 {/.} 是 区 间 [a, b] E ATAA 
数 序列 ， 其 中 的 函数 以 数 M>0 一 致 为 界 ( 即 对 于 所 有 >1 和 [a, 45] 内 的 所 
有 x | OJSM )， 并 且 如 果 fo) - lim 0) 是 点 态 极限 ， 那 么 


lim (^ f, G)dx - (^ fde = f" im 7,09 à 
利用 这 个 定理 我 们 可 以 提出 对 [d(x)dx 的 第 三 次 处 理 。 早 先 我 们 引 
进 了 区 间 [0, 1] 上 的 一 个 函数 序列 {的} ， 如 在 式 (0) 中 所 见 ， 对 于 这 个 
EJL, limga) = d(x) 。 显 然 ， 对 于 所 有 x 和 全 部 k，| 折 (x 所 1 ， 所 以 
这 是 一 个 一 致 有 界 的 孙 数 族 ， 同 时 由 于 每 个 和 在 除 上 个 点 之 外 为 零 ， 可 
知 每 个 函数 是 可 测 的 并 且 (6 G0dx = 0 。 根 据 勒 贝 格 有 界 收敛 定理 ， 我 


们 再 一 次 推出 
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hadr= f. img, 62 ks 
- in [noie [oru 


Si les fonctions mesurables f,(r), bornées dans leur en- 
semble, c'est-à-dire quels que soient n et x, ont une limite f(x), 
líintégrale de fí(x) tend vers celle de f(x). 


En effet, nous savons que f(x) est intégrable; évaluons 


b 
f [/ (2) — Jalaj] de. 


Si l'on a toujours | f, (z)| <M et si f — f, est inférieure à e 
dans E,, f — fa, étant inférieure à la fonction égale à e dans E, et 
à M dans C(E,), a une intégrale au plus égale en module à 


em( Ea) + M n [C(E,)]. 


Mais e est quelconque, et m[ C(E,)] tend vers zéro avec > parce 
qu'il n'y a aucun point commun à tous les E,, donc 


nu 


tend vers zéro. La propriété est démontrée (+). 


勒 由 格 有 界 收敛 定理 的 证 明 (1904) 


时 代 铸 就 -个 人 的 最 后 成 就 。 我 们 回忆 一 下 ， 沃 尔 秦 拉 曾 经 发 现 一 
个 病态 函数 ， 它 具有 有 界 而 不 可 积 的 导数 。 在 沃 尔 泰 拉 时 代 ，“ 不 可 积 
的 ”自然 是 指 “ 不 是 黎 曼 可 积 的 "。 

然而 ， 采 用 勒 贝 格 定义 的 替代 积分 ， 这 个 函数 的 病态 特征 随 之 消失 。 
因为 倘若 下 是 具有 有 界 导数 的 可 微 函数 ,那么 勒 贝 格 积分 PCzjdz 必 


定 存在 ， 这 正如 我 们 在 第 13 章 所 见 ，F 是 属于 贝尔 0 类 或 贝尔 1 类 的 函 
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数 。 这 是 使 其 成 为 勒 贝 格 可 积 的 充分 条 件 。 

有 界 收敛 定理 更 值得 称道 之 处 还 在 于 ， 它 使 勒 中 格 得 以 证 明 下 面 的 
Egg, II 

定理 5 WREEK 正在 区 间 [a, 5b] 上 是 可 微 的 并 且 具 有 有 界 的 导数 
F', 那么 [F(x)de=F(b)- F(a). 


这 是 完全 恢复 原来 的 完美 形态 的 微 积 分 基本 定理 。 对 于 勒 贝 格 积分 ， 
为 使 基本 定理 成 立 ， 对 导数 无 需 附 加 限制 条 件 ， 例 如 不 必要 求 导 数 是 连 
续 的。 因此 ， 在 一 定 的 意义 下 ， 勒 贝 格 把 微 积分 中 的 这 个 处 在 中 心地 位 
的 结果 恢复 成 它 在 牛顿 和 莱 布 尼 芯 时 代 那 种 “自然 的 ”形式 。 

在 行将 结束 之 际 ， 我 得 承认 ， 许 许多 多 的 技术 细节 在 对 勒 贝 烙 工作 
的 这 个 简短 介绍 中 无 法 顾及 。 对 他 的 思想 的 全 面 论述 需要 花费 大 量 的 时 
间 和 篇 幅 ， 那 样 自然 会 使 那些 来 自 他 的 博士 论文 的 思 焉 越发 令 人 惊叹 ! 
毫 不 奇怪 ， 这 篇 学 位 论文 出 类 拔 葵 ， 独 树 一 帜 。 

我 们 引用 勒 贝 格 一 则 最 终 的 评论 作为 结束 语 。 在 1904 年 那 本 重要 的 
专题 著作 的 序言 中 ， 勒 贝 格 针 认 他 的 那些 定理 把 我 们 从 “优美 的 ”函数 
之 邦 带 到 一 个 更 复杂 的 函数 王国 ， 而 为 了 解决 那些 简单 陈述 的 具有 历史 
意义 的 问题 ， 还 需要 在 这 片 王国 居住 下 来 。 他 写 道 :“ 这 是 为 了 解决 已 经 
提出 的 那些 问题 而 不 是 出 于 对 复杂 事物 的 偏爱 ， 我 在 书 中 引进 一 个 积分 
定义 ， 这 个 定义 比 黎 曼 积分 的 定义 更 具有 普遍 性 ， 并 且 把 歼 曼 积分 作为 
一 个 特例 。。 Un 

为 的 是 解决 历史 留 下 的 问题 而 不 是 为 了 使 生 话 变 得 错综复杂 化 : 这 
是 享 利 * 勒 贝 格 在 他 研究 数学 的 旅程 中 所 奉行 的 金 科 玉 律 。 
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我 们 对 微 积分 陈列 室 的 参观 已 经 结束 了 。 

一 路 上 ， 我 们 欣赏 了 十 三 位 数学 家 在 创建 微 积 分 的 历程 中 的 功绩 。 
可 以 把 他 们 按照 建树 分 为 三 个 独立 的 历史 阶段 ， 或 者 说 ， 依 据 他 们 过 于 
倾注 同类 问题 所 冒 的 风险 分 成 三 个 独立 的 学 派 。 

首先 出 现在 我 们 眼前 的 是 “早期 学 派 ", 这 一 派 以 其 开拓 者 牛顿 、 菜 
布 尼 荡 以 及 他 们 的 直接 继承 者 伯 努 利 兄 弟 和 欧 拉 的 工作 为 特征 。 然 后 我 
们 来 到 可 以 称 之 为 “经 典 学 派 ” 的 师 堂 ， 浏 览 了 专 为 柯 西 提供 的 大 厅 ， 
以 及 黎 曼 、 刘 维尔 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 展 室 ， 这 些 学 者 对 微 积分 赋予 了 特 
别 的 数学 严格 性 。 最 后 ， 我 们 造访 了 康 托 尔 、 沃 尔 泰 拉 、 贝 尔 和 勒 贝 格 
的 “现代 学 派 ”他们 把 经 上 典 学 派 的 精确 性 同 集合 论 的 大 胆 思 想 融 为 一 体 。 

显然 ， 在 参观 结束 时 呈现 在 我 们 面前 的 微 积分 和 它 开 初 是 不 同 的 。 
历经 数学 家 们 的 努力 ， 微 积分 中 的 曲线 已 经 变 成 消 数 ， 几 何方 法 已 经 提 
升 为 代数 方法 ， 直 觉 思维 已 经 转化 到 冷静 的 逻辑 思维 。 最 终 发 展 成 一 门 
极端 复杂 和 极 具 挑战 性 的 学 科 ， 这 远 远 超出 它 的 创建 者 们 的 预料 。 

然而 ， 开 始 时 的 那些 中 心思 想 ， 依 然 是 结束 时 的 中 心思 想 。 在 以 往 
两 个 半 世 纪 的 岁月 里 ， 数 学 家 们 对 微 积 分 这 门 学 科 作 了 改进 ， 当 我 们 翻 
开本 书 时 ， 就 能 目睹 学 者 们 之 间 持 续 不 断 的 交流 。 从 一 种 非常 实际 的 意 
义 上 说 ,这 些 创建 者 们 是 在 解决 一 些 相 同 的 问题 ， 只 不 过 采用 日 益 复 杂 
的 方法 而 已 。 例 如 ， 我 们 曾 见 牛顿 在 1669 年 把 二 项 式 扩展 为 无 穷 级 数 ， 
而 柯 西 于 1828 年 对 这 样 的 级 数 提供 收敛 判别 准则 .我 们 曾 见 欧 拉 在 1755 
年 推算 基本 的 导数 ， 而 贝尔 于 1899 年 确定 导数 的 连续 性 性 质 。 同 样 , 我 
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们 曾 见 莱 布 尼 茨 在 1691 年 应 用 他 的 变换 定理 求 面 积 ， 而 勒 由 格 于 1904 
年 建立 他 的 绝妙 的 积分 理论 。 数 学 家 们 的 回应 之 声 从 一 个 时 代 响 彻 到 另 
一 个 时 代 ， 而 且 即 使 事态 有 了 改变 ， 微 积分 的 基本 问题 依然 如 故 。 

我 们 这 本 书 以 勒 贝 格 的 学 位 论文 结束 ， 但 是 不 能 就 此 推断 分 析 学 也 
在 那里 结束 。 相 反 ， 他 的 工作 使 这 门 学 科 恢 复元 气 ， 在 过 去 的 一 百年 间 
得 以 发 展 和 走向 成 熟 ， 并 且 时 至 今日 仍旧 是 数学 前 进 的 桥头 堡 。 微 积分 
的 演进 以 及 在 这 个 过 程 中 新 涌现 的 数学 大 师 们 必 将 属于 为 -个 时 代 。 

像 在 序言 中 那样 ,我 们 引用 20 世纪 杰出 的 数学 家 约翰 ， 汉 ， 庄 伊 曼 
的 下 述评 论 作为 丕 书 结束 语 : 


我 认为 [ 微 积分 ] 给 出 的 定义 比 现代 数学 从 它 开 初 算 起 的 任何 定 
义 都 更 加 明确 ， 而 数学 分 析 的 整个 体系 是 它 的 远 辑 演化 ， 至 今 
依然 不 失 为 精确 推理 中 最 重大 的 技术 进展 。" 


由 于 分 析 学 取得 如 我 们 所 见 的 那些 巨大 成 就 ， 冯 “ 诺 伊 曼 把 微 积分 
视 为 严密 推理 的 缩影 。 他 在 评论 中 对 微 积分 的 热烈 颁 扬 得 到 本 书 诸多 结 
果 的 充分 支持 ， 并 将 成 为 定论 。 
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